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Creemos que la educación atraviesa por múltiples dificultades, 
vemos como en el transcurrir de los procesos de Admisión, grupos de 
especialistas discuten y dictaminan cambios en los modelos de prueba 
que son tomados en los llamados Concursos de Admisión. Es por ello que 
tenemos que ser consecuentes del rol protagónico que tenemos todos 
aquellos quienes nos encontramos inmersos en la labor educativa. 


El Fondo Editorial RODO es un grupo educativo conformado por 
profesionales de experiencia que por muchos años vienen participando 
en el análisis y resolución de Exámenes de Admisión tomados en las 
diferentes universidades de nuestro país, tales como la UNI, UNMSM, 
UNAC, UNA y UNFV. 


Conocedores de la realidad de nuestro educando que día a día nos 
muestra la interacción con ellos en las aulas de clase y poniendo en 
manifiesto nuestro compromiso como educadores hemos asumido el reto 
de contribuir a elevar el nivel académico de manera integral, dándole 
prioridad a los cursos de matemática y ciencias. 


Continuando con la elaboración de nuestra colección (Quinta 
Edición), en esta oportunidad presentamos el texto teórico práctico 
denominado LIBRO DE GEOMETRÍA, (Plana y del Espacio), 
concentrando todo el esfuerzo y la experiencia del grupo humano que la 
conforman. Caracterizándolo así por el rigor y la exigencia académica, ya 
que abarca los temas solicitados por el prospecto de Admisión. 


Esta obra es otro avance de una serie de publicaciones que 
permitirán al estudiante acceder a un material novedoso el cual sabemos 
generará diversos comentarios y sugerencias, los cuales sabremos 
aceptar. 
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B está entre Ay C 


La longitud del segmento AB 


Segmento AB 
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: ÁnguloA 


: Medida del ángulo ABC 


: Triángulo ABC 


+ Arco AB 


: Medida del arco AB 


AR C 2c 


puedes yape op GB t) ee 


Aunque es difícil determinar la fecha exacta del momento en el que el problema de trisecar un ángulo 
ireció por primera vez, sabemos que Hipócrates, quien hizo la primera aportación importante a los 
lemas de cuadrar un círculo y duplicar un ángulo, también estudió el problema de trisecar un 


ante y decir que este método se explica en el trabajo arábico llamado Libro de Lemas atribuido a 
juímedes. La construcción se realizaría de la siguiente manera: 


ide C dibujamos una línea que corta la extensión de AB en E. 
Vemos que esta línea corta el círculo en Fy tiene la propiedad que EF es igual al radio del círculo. 
Denuevo esto puede hacerse de forma mecánica marcando una longitud igual al radio en la regla 
Moviéndola teniendo una marca en la extensión de BA y la segunda marca en el círculo. Movemos la 
regla manteniendo una marca en la línea y otra en el círculo hasta que la línea pase por C. Entonces la 
EC ya está construida. 
¡Imente dibujamos desde A el radio AX del círculo con AX paralelo a EC. 
Así AX triseca el ángulo CAB. Es bastante sencillo de ver: El ángulo ХАС = ángulo ACF = ángulo CF = 
lo FEA + ángulo EAE — 2 x ángulo FEA = 2 x ángulo XAB. 


С 
E X 


E] punto, la recta y el plano son tres conceptos básicos con los cuales se desarrolla la geometría 
moderna, son la base principal del lenguaje que utilizaremos en el estudio de las propiedades y 
relaciones que existen entre las figuras geométricas. 


La geometría que estudiamos es la Geometría Euclidiana, llamada así en honor al matemático 
griego Euclides que sentó las bases e hizo un estudio teórico de la misma, apoyandose en el 
razonamiento y en los conocimientos geométricos empíricos que logró reunir. 


Como el punto, la recta y el plano son los elementos básicos, no los definiremos, porque de ellos 
vamos a partir. Todo lo que podemos hacer es observar objetos que nos sugieran la idea de punto, recta y 
plano, sin olvidarnos que sólo son conceptos abstractos. 


Así podemos darnos la idea de un punto como algo pequefiísimo que no tiene tamafio y cuya 
característica es la de tener una posición fija. La punta de un lápiz, una partícula de polvo, etc nos 
sugieren puntos. 

+ 

Un hilo tirante, un rayo de luz; el borde de la pizarra nos sugieren la idea de parte de una recta уа 

que la recta se extiende indefinidamente en ambos sentidos. 


La idea de plano nos la sugieren el tablero de una mesa, la superficie del agua en reposo, etc. En realidad 
nossugierenla idea de partes de un plano ya que un plano no esta limitado por ninguno de sus lados. 
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Punto Recta Plano 
> 2 
BE пича 
В 
Notación: Notación: Notación; 
Punto A Recta = Z Plano P= c P 
Recta AB = AB" 


SI 


* Semirrecta.- Es cada una de las porciones * 
determinadas en una recta por un punto 
{ sinconsiderara dicho punto. 


Rayo.- Es una porción de la recta que está 
determinada porun punto en ella y consi 
derando a dicho punto. 


«M id — —À—ÀáÀt 
o А 
Notación: Ad O:Origendelrayo. . , 
Semirrecta OA- OA Notación: 
RayoOAs OA 
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Мпа porción de la recta comprendida entre dos puntos de ella a los cuales se les denomina 
wxtremos del segmento 


REPRESENTACIÓN GRÁFICA 
usi - A y B: Extremos del segmento. 
E Aau ер | Notación: 
Segmento AB = АВ 
Postulado de la Distancia 


Dados dos puntos diferentes, siempre existe un número real positivo único que corresponde a la 
distancia entre dichos puntos. 

Silos puntos mencionados coinciden, el número que corresponde ala distancia entre ellos es cero. 
A la distancia entre los extremos de un segmento se le denomina la longitud del segmento; la 
longitud esla medida del segmento. 

i 


En el gráfico: 
Ir b: Distanciaentre A y B. 
Notación: 
Longitud de AB = AB 


Es el punto que divide al segmento en dos segmentos de igual longitud 
Sea M el punto medio de AB, entonces: 


e b ——À——— b—4 


A M B 


L Como a cada segmentos le corresponde una medida el cual es un número real positivo; con estas 
lidas se puede realizar operaciones como por ejemplo: 


— AB 4- PQ =, ......... (Adición) 


(Multiplicación) 
(División) 


MR-TL=k, 


Cuando dos o más puntos pertenecen a una misma recta, se dice que esos puntos son colineales. 
Enla figura A, By C son colineales. 


(Sustracción) 


Ahora se observa: 
— —E = = 
Eo ee АВ+ВС=АС > а+Ь=с 
?t 5 c AB-AC-BC > а=с-Ь 


Es la reunión de dos rayos, dichos rayos tienen el mismo origen y no están en la misma recta. 


REPRESENTACIÓN GRÁFICA 
Exterior Tntédor Elementos: 
Fj EE T О: Vértice del ángulo. 
OA y OB: Lados del ángulo. 
o Notación: 
A Ángulo АОВ = / AOB 


La medida de un ángulo está dada por la abertura que existe entre sus lados en su interior. 


Existen diversos sistemas de medidas angulares; el que normalmente se utiliza en geometría es el 
sistema sexagesimal; la unidad en este sistema de medida es el grado (°); cada grado se divide en 60 
minutos (7) y cada minuto se divide en 60 segundos ("). 


Se le denomina medida del ángulo al numeral comprendido entre 0 y 180 que indica el número de 
grados que le corresponde al ángulo. | 


B о: medida del 4 АОВ 
, Notación: 
Medida del 2 AOB = m< АОВ 
a? 
q A 
NOTA YE ETS 


Hay que resaltar que aquellas figuras llamadas: ángulo nulo, ángulo llano; o ángulo de una vuelta 
no son ángulos de acuerdo con nuestra definición de ángulo. Aunque tienen importancia en la 
Trigonometría, no son útiles en Geometría e incluirlos generará excepciones a varios teoremas 
fundamentales y además contradicciones. 


Al rayo interior cuyo origen es vértice del ángulo y forma con sus lados, ángulos de igual medida se 
le denomina bisectriz. 


B SeaOP la bisectriz del 4 AOB, entonces 


P mZ AOP = mz POB =@ 


“OP. : Ubicado en el interior del 4 АОВ 


GEOMETRÍA 


Los ángulos se clasifican teniendo en cuenta su medida. 


Ángulo Agudo Ángulo Recto Ángulo Obtuso 
B В; B 
° e 
a 
А 2 K 


logamente a los segmentos, a cada ángulo le corresponde un número como medida con la cual 
len realizar operaciones tales como: 


тё AOB mz PQR =o; ..... (Adición) (m DOE) (mz GTH) = о, 
mz IJK 


т МОМ -mZHTL- аз... (Sustracción) ттк 24 


... (Multiplicación) 


4 NOB y Z BOC son ángulos adyacentes. 


CARACTERÍSTICAS 


Los ángulos AOB, BOC, COD y DOE son ángulos 
consecutivos. 
CARACTERÍSTICAS 


* Son dos ángulos que comparten el vértice у 
un lado. 


Son tres o más ángulos que comparten al 
vértice. 


* Susinteriores son conjuntos disjuntos. * 


Además: 


Cada ángulo comparte al menos uno de sus 
lados con otro y sus interiores son conjuntos 
disjuntos. 


También: 
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Cuando dos o más ángulos están dispuestos * Cuando tres o más ángulos están dispuestos 
deeste modo: deeste modo: 


Son dos ángulos cuyas suma de medidas es 180 


"P 


- Los ángulos АОВ у CPD son suplementarios, entonces: 


| БЕЗЕ 


más: чах 
i Suplemento de В (Sj) > S, = 180 - p 
Suplemento de о (5,) — S, = 180- а 


^* 


- Dos rectas en un plano pueden adoptar una de las siguientes posiciones. 


Se denomina así a las rectas cuya intersección es un punto. 


Enla figura: 
*  ZAOBy Z COD sonángulos opuestos porel vértice. |. REPRESENTACIÓN GRÁFICA 
Ы BOC y 4 AOD son ángulos opuestos por el vértice. Я la Tan-P 
- Entonces: 
Se cumple: b: Entonces 
L, y L; son secantes. 


P: Punto de intersección 


c A NOTA EX 
D З "RECTAS PERPENDICULARES.- Son dos rectas secantes que forman ángulos rectos. 
А AN REPRESENTACIÓN GRÁFICA 
P x Ll 
Los ángulos AOB y CPD son complementarios, entonces: En el gráfico: 


nu 


1: "es perpendicular а” 


Además: 
а: Complemento de В (Cj) > C, = 90 - f 
B: Complemento de a (С,) — C, = 90 -a 


XS й 


Se denomina así cuando dichas rectas no se intersecan; es decir su intersección es el conjunto 
vacío 


Al trazar una recta secante a dos rectas paralelas se determinan ocho ángulos los cuales se 
clasifican del siguiente modo 


1% zs 
A) ÁNGULOS ALTERNOS е 
* INTERNOS n * EXTERNOS 
L A 
0 
: La a g 
Si: FEA Si: Ta 1o 
Se cumple: E Secumple: 
Ú a = e 
В) ÁNGULOS CONJUGADOS 
+ INTERNOS * EXTERNOS 
L 4 Ly 
a 
L D L 
Si: To ig Si: b T7873 
Secumple: Secumple: ^ 
[ax Ё = 180] [е В = 180] 
C) ÁNGULOS CORRESPONDIENTES 
ш Si: Tod 
Secumple: * 
е о= в 
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A continuación se muestran algunas figuras que suelen presentarse en los problemas: por lo tanto 
ueno conocer la relación que existe entre las medidas de sus ángulos. 


* SiAB//CD * SiAB//CD 


* Si AB//CD 


Esta ültima propiedad se cumple 
para cualquier número de lados. 


'spectivamente tal que : L} ; La ¿Lg ; L4 ; Ls y Lg 
Mediante el teorema de ángulos alternos internos completamos medidas en la figura. 
Luego medidas en la figura : 


Luego de La y Ls: P-c+0=b-a+a 


~ a+B+0=a+b+e 


^ 


КОО ОООО О ООО жишп, А 


TEOREMA: — SiL//L; 


Sis 
х=а+р+0+5 


DEMOSTRACIÓN: 


Por P ; О; Ry $ trazamos las rectas Ёз; ., y Č correspondientemente , tal que : 


TNGT 
Por ángulos correspondientes completamos medidas en P ; QyR. 


En E, y L; (Teorema de ángulos alternos internos): 
x=a+p+0+5 


Según el gráfico calcule AD 


E— J8 +з—+——7——+5-2/24 
B 


A 
Rpta 


del segmento АВ 


€ 


c 


| Según el gráfico calcule el valor de а. 


7. Enelgráfico 2 // 2, determine el valor 


D 


dey-x. 


| Calcule el valor de k Si M es punto medio 
ж 


Ce =% +30 t bo. 
- M 
сх=90 es 
ex 


3 
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Resolución: Datos: AB = 4 (CD) y AC-BD= 12 


Se pide: CD =x 
4x a + x 
A B С р i Enelgráfico:m +n=k 
Del primer dato, si CD = x-»AB 4x | m -— 
Ahora en el segundo dato: Pi 
AY <= RE A B [3 D E 


Luego en el otro dato: AC +BD+ СЕ =45 


m+BC+2k+CD+n=45 


LOL 
12 


Ed 


Datos: Mespunto mediode BC y АВ +АС = 12. 
a ~ Sepide: AM=x 
p 


F x 1 


«=> AB =k, BC = 5k, CD = 2k, DF = SkyFH = 15k ё 


+ DE=EF=4k (DF = 8k) 


^ B M с 


Además en el gráfico: Enel gráfico M es punto medio de BC, luego: BM = MC = a 
62 Ahorasetiene: АВ =х-а ^ АС=х+а 
Hk 5k-———2k- 4k 4k + 15k Finalmente reemplazamos en el dato: 
A B Go D E mL 


AB AC -12 

(х-а) + (4-2) =12 
7 " 2x-12 
2х=6 


Ahoradelgráfico: АН = 31к= 62 > К=2 
Piden: ВС+ EH = 24k 
S BC+HEH=48 y 


A e RR cc |, E gs caet сты 


EV — —— .; —EEESPCÀ CSS t . 


» 


Resolución: 


Datos: Bes punto medio de AC y (AC) (BD) + (CD) = в1 + (AB)? 
ide: Вр — x 


H AAA x-a—— + 
э зз — 
A B с р 


De acuerdo al primer dato, en el gráfico se tiene: AB = BC = ал СО = х-а 
Por último, en el segundo dato reemplazamos los valores obtenidos. 


MR n 
(AC) (BD) + (Ср) = 81 + (AB) 
Q2 б) +6- а = ві (а)? 
pd ad віжа? 


"d = D х=9 


+17yBD = 27. 
“SeanP y Q puntos medios de AB y CD respectivamente, entonces se pide: PQ = x 
17 
= х 
Баа. a b € c 
A Р B [4 Q 
H 27 ] 
. Delgráfico obtenemos: x=a+b+c 
Además: 2a+b=17...... (1) 
Ъ+2с= 27...... (2) 
ре (1) y (2): 2а + 2b + 2с= 44 
эа+ъ+с= 22 


лх=22 
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Sean: BC-aACD-b > АВ =х-алАр=х+Ь 


Reemplazandoenlos datos: — (AC)?=(AB)(AD)....... (1) 
мл ga Q 
BC CD 5 


En(1): x!«x'-ax-bx-ab > ab=bx-ax 
El siguiente artificio nos permite llegar rápido a la respuesta, dividimos cada 


término entre abx, luego: 


Finalmente de (2) : 


mZAOD- 
Ahora piden calcular el ángulo formado por las bisectrices de los ángulos AOB y BOC 


E 
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Siendo así, en el gráfico tendremos que la suma de las medidas de los ángulos en la 
“parte superior” será igual a la suma de los ángulos en la "parte inferior" es decir: 
x+P=120-x+0 
2x=120+0-P 
E 
6  (Pordato) 


Resolución: Datos: OB esbisectriz del ángulo AOCymZ AOC +2 (mZ COD) = 60. 
¿x= 63 3 po 


Se pide: m4BOD=x 


Del primer dato: mz АОВ = mZ BOC = а ^AmZ COD — x- o 
Al reemplazar en el segundo dato tenemos: 


Se pide mz ВОС = х 
Sean OM y ON bisectrices de los ángulos AOB y 


mz AG 2 (mZ COD) = 60 t COD, entonces del enunciado se deduce: 
2a + 2(x-a) =60 1 ч 
BOC = (т^ МОМ) =х 
Удо F2x=2a =60 m ¿memo 
Ti nxa > mZMON=3x 

t Ahora del gráfico: 

а&+3х+0=90 ^ a+x+0=3x 
Finalmente de estas relaciones e obtiene: 

x218 


Una manera de resolver el problema es recordando que la suma de las medidas de 
los ángulos formados un mismo lado de una recta es 180. 


_ En el gráfico sean OP. y OQ las bisectrices de los ángulos AOC y ВОР respectiva 
mente, luego se pide: mZPOQ - x. 
Consideremos: mZPOB - a — mZAOP =a + 40 
mZCOQ - p > mZQOD - 40 


Ahora como los rayos OA y OD son opuestos, se tiene: ción: ^ Seaelángulode medida: 0 


а+40+а+40+ B +40 + p— 180 Piden: SC, — x 
эа+В=30 Ahora del enunciado: 
Por último: x-o [40 * в-Су=а > 28-90 
-.x=70 


* $-0-2a > 180-29 


90-0=a 
Igualando (DM: — 20-90=90-8 > 0=60 
Luego: x= SC = Sy 
= 
30 


x= 150 
Resolución: Bonn ay Blogs djs а, елга enunciado se 
obtiene: a+p=90 

а+х=5,, = 180-2х. 

В+х= С, = 90-х 

Sumando (2) y (3): 90 + 2x = 270-3х 


Ahora: 
(4)en(3): В — 90-2(36) = 18 
Piden el mayor ángulo: "i 
44-72 


De los datos que tenemos en el gráfico se 
deducen otros que a continuación se muestran: 


Ahora por propiedad de: 2- 
| 100 = 180-3т + т 
Resolución: Seana y f las medidas de los ángulos, entonces de acuerdo al enunciado se tiene: > m-40 
1-60 = Ср...... (1) Finalmente en B: 
180 -x = 40 
Pons x= 140 
ре (1): а-60=90-В — а+В = 150 
| ре (2): р=2080-а) > a +28=180 
Resolviendo: а = 120 ^ P=30 


Finalmente, se pide: x = S, = 5 20-30) 
2 x=90 


Piden:x 
Datos:0-- ф = 230 
Del gráfico: 
* 2 correspondientes: 28 + ф 180 e 
* Enel punto A: 20+0= 180 
2а + 2р + 230—360 
> а+В=65 
Finalmente por propiedad de > 
x=a+p 
4 х=65 


Por el punto A tracemos una paralela 
a BN con la finalidad de aprovechar 
losángulos entre rectas paralelas. 


Ahora por propiedad: 
x+y=90-0+70+0 
. х+у= 160 
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* 20+20=180 >0+a=90 
»2n+2P=180 > n +ß=90 
Toc popleda а Л iras 
— € 

=p je 


fils. 
"racemos рог M у N rayos paralelos a PQ y OA y aprovechemos los ángulos 
formados. > 


Ahoraen“N”: ` у+х+у+2х-у=180 
у=180-3х 
Pero en “О”: (Toda medida de un ángulo es mayor que сего). 
К 2х-у>0 
2х>у 
2x>180-3x 
x>36 


gig = 35 


A; B; C y D son puntos consecutivos de una 
recta. Si M es punto medio de AB y N punto 
medio de CD y AC + BD = 16, calcular "MN" 


A)6 
D)9 


B)7 08 


E)10 


En una recta se ubican los puntos consecuti- 
vos A, B, C y D. Calcular AD, si: AC + BD = 20 


AD 
Bos 22 
У 3 


A)20 
D)10 


012 
ans 


B)25 


3. Enunarectase ubican los puntos consecutivos А, 
B, C yD; siendo AB = 3 y CD = 6. Si “М” es el 


punto medio de BC y BM. MD = 7, calcular AM. 


A)2 
D)4 


B)5 


Ls 


Se tienen los puntos A; B y C colineales y con- 
secutivos, tal que la distancia entre los puntos 
medios de AB y AC es 36. Calcular BC. 


A)18 


@72 


5. Еп una recta se ubican los puntos consecuti 
vos A, B, Cy D; siendo CD = 3 AByAD + 3 BC 


B)36 C)54 


E) 108 


- 60. Calcular AC 
А) 45 Ds" С)30° 
р) 10° Е) 20° 


6. Еп una recta se ubican los puntos consecuti- 
vos A, B, C, D y E tales que AC = 12, BE = 22, 


CE = 15 y AD = 20. Calcular AB 


А1 
р)6 


B)3 295 


E2 


A coummpaETE s cma 


1 


ft. 


MATEMÁTICAS ІТ 


del complemento de un ángulo y el 
nto de otro ángulo es 140. Calcular el 


Si mZ АОС + mz BOD = 140, calcular el; to dela suma de ambos ángulos. 


B) 50 C)60 


E)80 


ог de dos ángulos complementarios 
20 para agregarle al otro; ambos se 


¿calcular el menor de dichos ángulos 


Se tienen los ángulos consecutivos AOB, BO 

y COD tal que m2 AOD = 150. Calcul в)20 с)25 

т./ВОС,зїт/ AOC + mZ ВОР = 200. E)45 
' 

Li ad X950 а del complemento y el suplemento de 
pa mag lbesigualal triple del ángulo. Halleel  ' 
Se tienen los ángulos consecutivos AOC NE adde aicho нщ шн 
COB, tal que m2 АОВ - mZ AOC = 70 
Calcular la medida del ángulo formado p 236 oa 
las bisectrices de los ángulos AOC y АОВ Е)72° 
A)30 B)35 C)40 
D)50 E) 70 
Se tienen los ángulos consecutivos AOB, BOC 


y COD tal que mZ AOC = тг BOD = 9 
Calcular la medida del ángulo formado p 
lasbisectrices de los ángulos АОВ y COD. 


A) 60 
D)30 


B)90 С) 45 


Е) 75 


Se tienen los ángulos consecutivos АОВ, ВОЙ 
y COD tal que mZ BOD — 3 mZ АОВ = 80} 
mZ COD = 3 mZ ACC, calcular mz BOC 


A)10 
D)25 


B)15 C)20 


E)40 


$ 


GEOMETRÍA 


E m 
17. Calcular" si a // b 


A)36 1 
Ans (#022 

С)72 ч 

D)60 

E)30 1 tà 


19. Desde un punto “O” en un mismo plano se 
trazan los rayos OA, OB, OC y OD de modo que 
se forman los ZAOB, ZBOC, ZCOD yZDOA 
consecutivos, si se sabe que;'mZAOC = 
3mZAOH, 2 mZBOC = mZCOD y mzDOA = 
2mZCOD. Calcular m ZAOB y mZBOC 


Ad B) 12y48 
D)24y96 


20. Si a un ángulo y se le añade la mitad de su 
complemento, se obtendría otro ángulo que es 
igual al doble de su complemento. Determinar y 


C)24y24 
E)36y24 


A)54 
D)69 


B)39 С)27 


E) 48 


21. Se tienen los ángulos consecutivos 4 AOB, 
¿BOC y ZCOD tal que mZAOD = 100 y 
m2BOC = 80. Calcular la medida del ángulo 
que forman las bisectrices de los ángulos 
ZAOByZCOD 


A)80 
D)85 


B)90 C) 100 


A > 


23. 


M. 


25. 


26. 


Siala medida de un ángulo le disminuimos su 
cuarta parte más la mitad de su complemento, 
resulta un tercio de la diferencia entre el 
complemento y el suplemento del mismo 
ángulo. Hallarla medida de dicho ángulo. 


A)10 
D)30 


B)12 С)5 


E)60 


En una recta se ubican los puntos consecuti- 
vos A, B y D. Entre los puntos B y D se ubica el 


punto "C" tal que АС= S? , calcular “BC” 


sabiendo que BD- 4(AB) = 20 


А2 
р)4 


В)5 [9r 


E)8 


En una recta se ubican los puntos consecuti 
vos A; B; C; D y E tal que: AB + CE = 16, BE - 
CD = 10, AE- DE = 8. Calcular АЕ 


B)12 C)18 


E)15 


A16 
D)17 


En una línea recta se ubican, en el orden indi- 
cado, los puntos A; B; C y D. Si (AC) (CD) — 
(AB) (BD) luego la relación correcta es: 


A) АВ=ВС B) CD=AB 
AB 

C)CD ET 

D) CD - 2AB E) AD-3CD 


Se tiene los ángulos consecutivos AOB, BOC y 
COD cuyas medidas son proporcionales a 4; 3 
y 5 respectivamente, tal que la m2 AOD = 
120. Calcular la mZ AOC. 


А)40 
D)70 


B)50 C)60 


E)80 


27. Del gráfico calcularelvalordex, Y ) 
al 


Апо à 
B) 120 7 
С) 130 
0)135 
Maa c 
C)40 
E)50 


2 suplemento de а, С(а): Comple- 
1 _ Sla) - Cla) 


ito de œ, si: k saraat? OYK 


Uk 
su máximo valor entero, calcular о. 
9 

В)60 С) 50 


E)35 


! 
“a” es la medida de un ángulo agudo y 


a- qa +), calcular el mayor valorentero di 


е tivos A; B y C tal que (AB)? + 18(AC) 


044 
E)89 


А)17 
0) 59 


В) 29 


30. Dados los ángulos adyacentes АОВ y ВОС й 
que mz АОВ - m< ВОС = 56. Los rayos OM! 
ON у OP son bisectrices de los ángulos ЛОЙ 


BOC y MON respectivamente. Calcula 


зе tienen los puntos consecutivos 
|| D y E tales que B, C y D son puntos 
de AG; AE y BE respectivamente. Si CD 


mZPOB ——2 сз 
Е)8 
А7 в)9 ©12 y 
D)14 Ius 05 ángulos consecutivos AOB, BOC 


il que m< BOC es recto y además la 
Z AOC es perpendicular a OD - 
medida del ángulo determinado 
bisectriz y OB, si mZ AOB - mz 


31. Calcular“a”; sim // п y a // b 


A)30 


Зое 

B)36 m 

С) 45 Я А 

D)90 ET B)25 c)20 


E)27 E)15 


línea recta se ubican los puntos - 


38. 


41. 


42. 


GEOMETRÍA 


A)30 
B)25 
C)20 
D)10 
E)15 


Se tienen los puntos colineales y consecutivos 
P;Q;RyS tales que “R” es punto medio de QS. 


Calcular "PR", siPQ.PS + gm 7-169 


A)13 B)14 019 

0)26 E)39 

En una línea recta se ubican los puntos A; B; 

C; D; Ey F en ese orden. Si AB = EF = E y 

AC + BD + CE + DF = 24, calcular BE 

A)6 »7 os 

D)9 E) 10 

En una línea recta se ubican los puntos А; B; С 
а 1.0 1 

yDtalque (AD) (CD) = (BD) y sc — в 7 Ag 

Calcular BD. 

Аа 8)6 07 

0)5 юв 


Se tienen los puntos colineales y consecutivos 
A, O, M y B; de modo que AO = OB. Calcular 


m AM ~ MB 
valor del: te ión: — —— 
el valor de la siguiente expresión: 27 
А)1/2 B1 С) 3/2 
0)2 Е) 5/2 


Del gráfico adjunto, calcular el valor de x 


43. 


Calcular“x”, si: T; // Lj 


УЕП ы 
В) 45 0° 
С) 60 4 
D)75 хо 
E)50 ca 


46. 


EnlafiguraL, // 1. «Sia; P;0ywestánen дв, 


progresión aritmética de razón 15, calcular “x” 


A)15 h 
в)20 

c)30 

D)45 o 

E) 60 La 


Los ángulos adyacentes AOB y BOC forman 
un par lineal, siendo OM : bisectriz del 
ángulo AOB. Calcule mZ AOM, si los ángulos 


MOC y AOB se diferencia en 60 
A)40* B) 20° С) 10° 
р) 30° Е) 35° 


Еп la figura: ON es bisectriz del ángulo AOQ 
y OM es bisectriz del ángulo AOP Calcule x, 
зіп BON = 20° 


A)40 
B)50 
C)55 
D)54 
E) 60 


47. Si m//n y p//4.Calculex 


А)15° 
B) 20° 
C)30* 
р) 36° 
Е) 45° 


En una recta se ubican los punt 
consecutivos A, B, C y D; tales que "B" 
punto medio de AC. Calcular BD, si AC . BD 


Cp? =8+ AB? d 
A)8 Bé, 03/2 
„D4 E) 2/2 


Según el gráfico L; // 1. Calcular x, sien 
a+b=100. 


A) 80° 

B) 100° 
С) 120° 
р) 130° 
E) 150° 


50. Еп una recta se ubican los puntos consecutivi 


A, B, C, y D; de tal manera que (AB) (AD) = 
Tj 3 da 


(BC) (CD). Además: ¿== ac Tu 
А)4 B3 o2 
D) 


E 
r la definición de triángulo y los elementos relacionados con esta figura. 
г i ntales del triángulo y las propiedades de ciertas 
elementos de un triángulo. 
lo y las propiedades о características que ellos tienen, 


los triangulares tipo armadura lo más recomendable es que las barras que estén sujetas a 
deben ser lo más corto posible para evitar de esta manera los esfuerzos de pandeo y pandeo 
lluerados con la compresión, no sucediendo lo mismo para los elementos en tensión, donde la 
il relativamente no es importante, 

tica, el tipo de conexión que se emplea para la mayoría de materiales y procedimientos 
vos es el más cercano a un nodo rígido que a una articulación, de manera que estos sistemas 
In modelarse más rigurosamente como arreglos triangulares de barras conectadas rigidamente. 


фо, por el arreglo triangular de las barras y por estar la mayor parte de las cargas aplicadas en 
los momentos flexionantes que se introducen son en general pequeños y las diferencias con 
www los resultados de un análisis considerando los nodos articulados son despreciables. 


es valida la idealización como armadura, con lo que el análisis resulta mucho más sencillo y el 
miento mucho más claro de visualizar. La triangulación es el aspecto clave de una armadura; 
llo apropiado de los elementos depende la eficiencia de la transmisión de cargas. 


Ww evitar que los lados de los triángulos forman ángulos muy agudos para lograr alta rigidez 
intre 30 y 60 son apropiados). La longitud de los elementos debe limitarse de manera que la 
no se vea reducida sustancialmente por efectos de pandeo. 


ATEJ 


ÁTICAS II 
GEOMETRÍA 


- En todo triángulo la suma de medi 
ойр triángulo la suma de medidas de los ángulos exteriores (considerando uno por cada 


Dados los puntos A, B y C no colineales y diferentes; a la reunión de los segmentos AB; BC y ACse 
le denomina triángulo. 


En el gráfico: 


Exterior 


Elementos Vértices: А, Вус 
Lados: АВ, BC y AC 


Notación AABC: Triángulo de vértices A, B y C 
Ángulo interior: 
Se denomina así a los ángulos determinados por los lados del triángulo, en el gráfico anterior los 


ángulos interiores son: ZABC, ZBCA y ZCAB. , siendo sus medidas: a. ,P y 0 . 


todo triángulo la medida de un ángulo exterior es 


(del triángulo no adyacentes a dicho ángulo exterior. igual a la suma de las medidas de los ángulos 


En el gráfico; 
gráfico; 5 
D 


Ángulo exterio: 


г: 
Se denomina así a los ángulos determinados рог la prolongación de un lado y ellado adyacentea 
dicha prolongación. 
En todo triángulo se puede determinar seis ángulos exteriores de los cuales en el gráfico se muestran à 
tres de ellos (uno por cada vértice): РАВ, ZQBC y ZRCA, siendo sus medidas: x, wy z 


>> 
(2) 


Región triangular.- Es la unión del triángulo y su interior. 
rema 4 ` 
todo triángulo, la suma de las medidas de dos án; 


terior no adyacente aumentada en 180° gulos exterioreses igual ala medida del árigulo 


Teorema 1 En el 4 
er todo triángulo la suma de medidas de los ángulos es igual a 180° кукан: : 


En el gráfico: 


Se cumple: 


х+у= 180° +0 


— —— — X 
=== 7 


i tre los 
Teorema 5 ндо la relación de orden entre las medidas de dos ángulos es la misma que entre 
En todo triángulo, 


lados opuestos correspondientes a dichos ángulos. 
a) Enel gráfico; si mZA = mZC = а 


B 
2e 
СУ 
© 
AC 
T 


b) Enel gráfico si: mZA > mZC (а > 0) 


La 


ZA<mZC (a < 0) 


Se cumple: 


Se cumple: 


Análogamente si: m 
Se cumple: 


DEMOSTRACIÓN: 
Por demostrar: «20 — а>с 


бый @—э@Ө-›325Е'/«=0+8 
ото: 


Prolongamos BA hasta P , talque: 

m«PCA =5 

а=т«+Р+ё 
Ө+28=т«Р+8 
m«P-048 
m«BPC = m«BCP = 0 +8 
A PBC es isósceles 
PB-BC-a 

PB-BC-a 


АРСА: 


Е: 


Como РВ > АВ 
a»c 


GEOMETRÍA 
ema 6 


En todo triángulo, la longitud de cualquier lado es menor que la suma de longitudes de los otros 
dos lados y mayor que la diferencia entre las longitudes de los mismos. 


En el gráfico: 


\ 
А b c 


Se cumple: | b-c«ca«b * e] 


Siendo b>c 


DEMOSTRACIÓN: 
olongamos CA hasta P y AB hasta Q; para formar 
los triángulos isósceles PAB y QBC: 

Por el teorema den correspondencia: 


* АРВС:б<ф—›эа<Ь+с (D 
+ AQCA:e<A>b<a+c 
—b-c«a ...(П) 


һЬ-с<а<Ь+с 


continuación se muestran al; 


gunas figuras que no necesariamente son triángulos pero sin 
Ibargo en ellas se cumplen propies 


dades las cuales derivan de la aplicación de las propiedades del 


атт 
[а+В=х+у 


| De acuerdo а sus lados 


Los triángulos se denominan: 


Equilátero. 4 а 
Sus tres lados son de igual longitud 


Dos de tes ados y sólo dos tienen longitudes iguales. 


Donde: AB у ВС: laterales 
AC :base 


bac 


GEOMETRÍA 


De acuerdo a sus ángulos 
Los triángulos se denominan: 


Triángulo Rectángulo. Uno de sus ángulos es recto. 


Donde: 

BC : hipotenusa 
AB;AC catetos 
Propiedad : 


Triángulo Oblicuángulo. Ninguno de sus ángulos mide 90°. Estos a su vez se clasifican en: 
Acutángulo. Sus ángulos son agudos 


B 
D 
В A 
Bs S [ass] [599] [ozs] 
Propiedad: 
Mes ON [ ё<ь+е | 
А b с 


Obtusángulo. Uno de sus ángulos es obtuso 


В <so] [o <9] 
Además: 
[sc>aB] | nc» ac 


Propiedad: 


а> +e 


а: longitud del mayor lado. 


ACNE 


Calcule el perímetro del siguiente 
triángulo. 


Rpta.: .... 


3, Determineel valor de р. 7. De acuerdo al gráfico hallar el menor 
valor entero de x. 
Втор 27 


tot — 1€: 


4, Calculeelvalor dex + y. 


Se pide: x 


Con la finalidad de formar figuras cuyas propiedades se conocen prolongamos 
CP hasta cortar a AQ en"D". 


Luego en ABCD, como m4A = m4C = 90°; entonces: 
mZADC-x 


Ahora en el APDQ: 
x+x+x= 360° 


d 


MATEMÁTICAS II GEOMETRÍA 


En AADC: mZADB = 2x + х = Зх 

Ahora ЛАВР es isósceles (mZBAD = mZADB = 3x) 
BD-b 

Además AABC es isósceles (BC = AC = b + c) 

mZB = 4x 


Luego en el AABC: 
ах + Ax 2x = 180° 

10х = 180° \ 
х= 18° 


Se pide: x 

Dato: т + п = 120° 

En el ЛАВС; por la propiedad del ángulo exterior: 
m ZPCB = 60^ + 2x 


En el problema: 
60°+2х+х= mėn 


En el AABQ: y =a+20 
x+y=3(0 +0) 
4s 


х+у = 135° 


SEBEO 1C Iu 


PROBLEMA 5 En el triángulo ABC, AB — 2x, BC = 5x y AC = 21. Calcular la suma de los 
valores enteros que puede tomar x. 


Se pide: x 
Dato: BD=BC y ВА = ВЕ 
En el punto “Q”: х+у = 180° 


Resolución: 
B ADBC es isósceles: mZD = mZC = a 
ЛАВЕ es isósceles: mZA = mZE = 0 
2x, 5x 
A 21 с 
Piden: S (8: Suma de los valores enteros que toma x) | 
Por propiedad de existencia el problem: 
5x-2x < 21 < 5x + 2x у+@ =50+a 
Зх < 21 « 7x у+а = 3040 e 
De lo obtenido se deduce que: 2уча+е = 80 Га 
Cuando: Зх < 21 у = 40° 
= n x= 140 
Cuando: x 
" x»3...(I) 
De (D y (ID: 3«x«7 Calcule el valor de x, si a + 0 = 80° 5 
x:4,5,6 » 
Finalmente: 5=4+5+6 
= 15 
| PROBLEMA 6 Enla figura mostrada BD = BC y BA = BE, Calcule x 
| h 


Resolución: 


MATEMÁTICAS II 


Piden: x 

EnelAPQR: mZTRQ - 3x * 2x 
mZTRQ = 5x 

En el AABC como a + 0 = 80°; entonces: 
mZB = 100° 

En HBMR: 5x — 100* . (propiedad) 


х= 20° 


РКОВІЕМА 8 Calcular: x - y 


| Resolución: Piden: x- y 
|| 
| 
Aatb a-bA 
A & 
| Se pide: bwin, € Z 
En todo triángulo: 
Á +b+2b- Ж +а-Ь=180° 
as18*-2b. A @ 
| Las medidas de los ángulos siempre adoptan valores positivos: 
‚+ mzB»0 > 2-а>0 
сү? 
180*-2b 
2b- (180° - 2b) > 0 
4b > 180° 
b > 45°......(П) 
+ mZC>0 ES a-b»0 
— 
180°- 2b 
lema: 
En el problema: "PS Кр IE 
Por la propiedad (а): x= —x-B*o «(D 180° > 3b 
60° > ...... (Ш) 
Por la propiedad (b): 40 + y = В + о De (II) ^ (Ш) 
De (D ^ (ID: =40+y=P+0 das 
x-y- 40 bas = 46 


LIBRO = ЫЕ wn А en I est Р D GEOMETRÍA 
PROBLEMA 10 Dela figura si AB = AD. Calcular el valor 
| a к 


pM e^ 


Piden: x, € Z 


A partir de los datos se obtiene: 
AAPQ es isósceles: 

mZBPQ = 2x 
APBQ es isósceles: 

mZPQB = 2x 


Resolución: 


Entonces: 


а> 90° 


Piden: а 

| El AADC es isósceles; entonces: AD = DC = b En el problema: 
En el AABC: mZQAC = Sa + 2a = 7a. ЛАОС: isósceles (AQ = AC) 
Como: AB = AD -> mZABD = mZADB = 4а Ax а 

x» е 
Además: mZDBC =a A 
Ka 
| Ahora el ADBC es isósceles: BD=DC=b 
| Luego el ЛАВР es equilátero: 4a = 60° 
=15 


PROBLEMA 11 Si: AP = PQ; BP = BQ y AQ = AC. Calcular el mínimo valor entero de x. 


: а) MN=5yAN=7 
b) mZMNC = mZB = 0 


MATEMÁTICAS II 


En el AAMN aplicamos la “propiedad de existencia” 
7-5<х<7+5 
2 < ж € 12...@ 


Del dato (b) se deduce: 
mZANM = mZQBC = o 


Ahora en el AABC: 
mZA-* mZC = о > mZA « o 


Lo obtenido en (II) lo utilizamos en el AAMN y se deduce que: 


x> 5 ..... (Ш) 


Luego de (1) ^ (Ш): 
LEA oU 


Entonces “x” toma los siguientes valores: 6; 7; 8; 9; 10 ^ 11 


Final “ m=5+7+8+9+10411 q 5, 


AB=byCD=c 
Dato: AD=b+c a AB=BC=b 


Piden: M (M: Promedio aritmético de los valores enteros que toma “AM”) 


bec 


Se ubica el punto “О” en AD tal que: 
AQ=b>0QD=c 


Trazamos ВО (como AB = AQ y mZA = 60°); entonces: 


AABQ es equilátero. 


GEOMETRÍA 


Trazamos QC , entonces: 
AQBC: isósceles  mZBQC = mZBCQ = a 
AQCD: isósceles > mZCQD = m4DCQ = 6 


En “О”: a +0 + 60° = 180° >a + Ө = 120° 
Еп °С": g+0+x=180° 


120° 


AC = CQ = PQ = PB = b 


Coum: CQ = РО y т40 = 60° — ACPQ: equilátero 
PC =Ь y mZPCQ = 60° 


A Б © b Q 


Como: СР = РВ > mZPCB = mZPBC -0 y mZAPC = 20 
Como: АС = СР э mZA = 20 
Ahora еп el ЛАРС: 
20 + 20 = 60° Ө = 15° 
Luego en C: x-60-0 
tuas 
х = 45° 


GEOMETRÍA 


En el AABC a partir de los datos: 
mZA = 60° – 2x 


Piden:x — a +В +0 +0 + ф. 
Sea“b” la mz АСТ ; entonces en: 
AABC: a+0+b =360 
o eti э 
a*f*0toto-720 


En la prolongación de AB se ubica el punto Q tal que DQ = AD = b; luego se 


deduce: 
mZAQD = 60”-2x y mZQDC = 120*- 4x 


Además en el ABDQ: 
mZBDQ = 60°+х ^ BQ=DQ=b 


Luego el ABQC es equilátero (ВО = BC y mZQBC = 60°); entonces: 
QC - b y mZBCQ = 60° 


Сото: DQ = QC - b 
60° + 2x = 120^ - 4x 
6x = 60° 


Piden: (2x—3) mix; (2x-3) eZ. 
Por existencia de triángulos: 
21-7<х<21+7 > 14<x<28 ...... 


х= 10° 


53 


Como: 0 > 90; entonces: 


De (ID ^ (D: 
Ahora: x2: 
-3 


MATEMÁTICAS II 


x7 «22 


х? «392 => x «197... (ID) 
14<x< 19,7 

28 < 2x < 39,4 

25 <2х-3 < 36,4 

^ (2х-3) mix = 36 


GEOMETRÍA 


Ahora en el A ABC: 
20 + 2p = 130 э 0+pP=65 
лх= 65 


Piden: PC — x (Xmáx € Z) 


En el A ABC (isósceles): 
mZBAC = mz ВСА = а 
Del dato: a+b+c=20 > a+c=20-b 


Porexistencia de triángulos: (A APQ) 
b<a+c > b«10....(I) 
атс 
20-Ь 
Sea mZ РАО = 0 y se observará en el punto A que 0 < a; entonces, en el A APC 
aplicamos la propiedad de correspondencia: 
x € b......(II) 
Аћога, () + Ш: x+b<b+10 > x«10 


LX? 


ББ 


Luego de indicar los datos en el gráfico se deduce que: mz DAC = mz DCB. 


Ahora en la prolongación de CD se ubica el punto Q tal que BQ = BC; luego М 


deduce: 
* mZBQC=mZBCD=0 
* mZABQ- 90-20 


* mZADQ=x+0=45 (x+0=45...... AABC) 


Notemos que el AABQ es isósceles lo cual implica: 
* mZBAQ-mZBQA = 45 +0 
* AAQDesisósceles —>AQ=AD=b 


Ahora se observa que A АВО es equilátero (AQ = ОВ = BA = b) 


450-60 > 0-15 
¿x=30 


MATEMÁTICAS II 


GEOMETRÍA 


6. Dado el triángulo ABC, en AC se ubican 
los puntos P y R (AP < AR), en BC 
se ubica el punto "Q' de modo que: 
AB = ВР = РО = QR = RC. Si la тис 
toma su mayor valor entero, calcular la 


mZABP 
А2 в) 3° 04 
D)6 E) 8° 
B) 100° C) 120° 
E) 140° 7. En la figura, calcular "x", si АВ = ВС; 


mZAQB = mZABC. 


A) 15* В) 12° С) 10° 
р) 5° E) 8° 
do AC de un triángulo АВС 8 Calcular "x", si la mZABC = 40°. 

| el punto D, si BD = AC y 
22ABD L m ZDBC Calcule mZCBD. 


lo recto en B, en 
ca el punto R y en АС el punto S, si 
= 90°, RS = SC y mZBAR = 40°. 


ZRAS. | 


A) 30* B) 40° C) 50° 
B)20* С) 18° р) 65° 5 


9. Dado un triángulo isósceles ABC, se 

traza una recta perpendicular a la base 
AC, la cual intersecta a BC en "P" 
y a la prolongación de AB en el punto 
"0". Si AQ = 30 y PC = 10, calcular 
AB. 


B)150* 


С) 180° А) 20 в)25 ©)15 
E)360* D)17 E) 19 


D IE S S SS ucc 


40. En las prolongaciones de los lados ВА 15. Calculex,siPQ=QL 
y BC de un triángulo ABC se ubican 
los puntos P y E respectivamente; además 
en AC se ubica el punto Q tal que 
AP = AQ y СО = CE; calcular la m2PQE si 
mZABC = 50°. 


GEOMETRÍA 


un triángulo, en зе ubica el 23, 
ingulo, Di 
о P y en AC el punto Q, de tal "i 
que AB = ВО y PC = CQ, si: 
\BQ  mZPCQ = 80°. Calcule 


figura calcular: "x + y + z” 


B) 20° C)40* 
A) 105° B) 110° с)115° ) 
D)125* E) 135° 


ff. En un triángulo ABC recto en B, se ubica un A)10* B)20* судо 
punto “D" еп АС tal que AD = 3, DC = 2y D)35* Е)25° 
mZA = 2(m2DBC); calcular BC. 


А) 180° В) 270° [o 
dub ozo 


16. Indicar la verdad (V) o falsedad (F) de lar ^ 
| 2p BS E Es siguientes proposiciones: 26 a el ще АВС: ВС > АВ > АС; 
(D Untriángulo isósceles es acutángulo. еюл menor valor entero que puede 
42 Dado а тийш ARG еп la regn йды И Sciringulo las medii : 
exterior relativa a BC se ubica el punto o ВАД erre es aquel qi A)46* в)бо° gir 
P tal que el perímetro del triángulo E S einen пе D)91° Е)61° 
ВРС es 12; calcular el máximo valor Чу m B ACRES нац в)44° 012 
entero de AC si AB y BC son enteros y EE АЕ козни Е)22° 25. Calcular x, si 0 + a = 155; АВ = BC y 
mZBAC > mZBCA i PQ- QR 
A)VVEF B)VEFF — CVWVF 
n D g 
| 535 919 E D)VWF E) FFFF 
| , 47. En un triángulo ABC, se ubica el punto I 
eds bey a he: en la prolongación de AC, se traza 0 
respectivamente; en AC se ubica los CE" en A» tal que DE ^ ВС = (1 
puntos M y N tal que: AM = MP = PB y Велес ИЕ ИШ = [AE атш = 0 
| Kem NO ЖО ЕМ йаг IRANEN Calcular el menor valor entero de 
li mZBAC. 
А) 60° в)20° с)22°з0' x ^ A)60* в)45° y 
| D)30* Б) 45° A)31 8)38 c)39* D)48* 2 E 
|| D)40* Е)41° * B)60* 075 
| 14. Si АР = AQ y NC = MC; calcular el valor f E) 40° 26. Calcular*x" 
I des 18. Calcular la suma de los valores mínimo 
| máximo enteros que puede tomar "x". a, calcular el valor de “x” 
| У IS 
| 
| 
| 12-2x 6+x 
| : Cw 
BTA A 
| В А Е c 
| o 
\ А) 65 Аз B6 07 
| D)55* A)30* В) 40° C)50* 


D)55* 


27. Calcule el valor de: 


29. Calcularel valorde*“x”. 


GEOMETRÍA 


30. Calcular el valor de "x, si AB = BC y 


39. Enun triángulo ABC, mZ ВАС = 30ymz ABC 
РО = QR. 


= 120, en las prolongaciones de AB y AC se 
ubican el punto P y el punto О respectiva mente 
tal que AB = BP = QC, calcular mz РОС 


A)30 B)60 C)45 
D)54 E)36 


40. Calcularelvalorde x si В + о = 280° 


А) 45° 
D)80* 


31. Del gráfico mostrado, DE = ЕСЙ 
mZHFC=mZBAC y mZABC-mZBCA- 70% 


Calcular el valor dex. B 
T A)35 B)20 030 
É А р) 50 E) 40 
3 41. Se tiene un triángulo equilátero ABC; en su 
interior y en la prolongación de AC se ubican 
los puntos P y E respectivamente tal que 
тг ВАР = 10; mZ РЕС = З(тг PEB) y 
4 Е, H C m< CBE = 20, calcular mz P 
A)35* в)70° C) 40° 
р)во° Е) 60° A) 60 B)110 C)115 
D) 120 E) 100 


32. Enel interior de un triángulo АВС (AB = 
BC = 14 y AC = 9) se ubica el punto 
calcular el mayor valor entero que pu 
tomar: PA 4- PB 4- PC. 


42. Si BP = PC, calcular el valor de "x" 


A)39 B)38 Q19 
D)29 E)30 


33. Calcular: a +b 


A) 150° B)180* С) 160° 
D) 120° E) 90° 


44. En la figura mostrada se cumple que: m2 BAQ 
= mZ ОАР = mZ PAC, mZ BCQ = mZ QCP = 
mZ PCT, si mZ ABC = a, mZ AQC = b y 
mZAPC = c. iQué relación existe entrea, b, c? 


45. En un triángulo ABC sus lados miden AB — 


М2 -1; BC = 2y AC = 3. Entonces, ¿Cuántos 
valores enteros de x satisfacen la condición de 
triángulo? 


А)4 
D)8 


B)5 C6 


E)10 


46. Calcularx +y, sia +b = 50. 


B)230 C) 200 


E) 220 


4. 


4. 


49. 


Las medidas de los lados de un triángulo 
están en progresión aritmética de razón 7. 
Calcular el mínimo valor entero del 
perímetro. 


А) 45 В) 42 С) 47 
0) 43 E) 40 
Dela figura mostrada, hallar el valor de "x". 


Dado un triángulo ABC en el exterior se ubi 
el punto M tal que el perímetro de la regiói 
triangular BMC es igual a 12u. Calcular 
máximo valor entero de "AC", si AB y BC х0) 
enteros (m< BAC > тг ВСА) 


A)llu 
D)8u 


C)9u 
E)6u 


B)10u 


), Se tiene un triángulo ABC, se traza la altu 


АН y la bisectriz interior CP intersecándose «l 
O. Si: AO = 4, OC = 12y CD = 15, calcular 
máximo valor entero de AD, si AC toma 
mínimo valor entero, además D es un exteri 
y relativo al lado AC. 


A)20 
D)25 


B)21 C)23 


E)27 


er la definición de las líneas notables. — 
ег y aplicar propiedades con respecto a los ángulos que las líneas notables. 


inan Ў 


LA RECTA DE EULER 


Че Euler pasa por el ortocentro, el centroide y el circuncentro. 
¡de Euler de un triángulo es aquella que contiene el ortocentro, el circuncentro y el baricentro 


igulo ABC, se determinan D es el punto medio del lado BC y E el punto medio del lado CA. 
'AD y BE son medianas que se intersectan en el baricentro G. Trazando las perpendiculares por 
localiza el cireuncentro О. 
lInuación se prolonga la recta OG (en dirección a G) hasta un punto P de modo que PG tenga el 
le longitud de GO (figura 1). 
baricentro, divide a las medianas en razón 2:1, es й AG=2GD. De este modo 


0 lado, los ángulos AGP у DGO son opuestos por el vértice y por tanto iguales. Estas dos 
Jones permiten concluir que los triángulos AGP y DGO son semejantes. 
la semejanza se concluye que los ángulos PAG y ODG son iguales y de este modo AP es paralela a 
inlmente, dado que OD es perpendicular a BC entonces AP también lo será, es decir AP es la 
triángulo. 
itruye PG de modo que tenga el doble de longitud de GO. 
gulos AGP y DGO son semejantes. 
DO y AP son paralelas. Por tanto AP es altura del triángulo. 
lento similar prueba que los triángulos BPG y EOG son semejantes y por tanto BP también es 
0 demuestra que P es el punto de intersección de las alturas y por tanto P=H, es decir, P es el 


B 


Alturas P: Ortocentro 
Medianas С: Baricentro 
Mediatrices О: Circuncentro 


Dado un triángulo ABC y sea P un punto tal que P є BC - (B, C); entonces AP se denomina 


ceviana relativa a BC; está ceviana es interior si P e ВС y es exterior si: P є ВС. 


Ceviana Exterior 


Ceviana Interior 


Ceviana Exterior 


“Рз 


Mediana 
Es la ceviana que biseca al lado al cual es relativa, 
B 
A M с 
— b—— b 
BM : Mediana del triángulo ABC relativa a AC 
Bisectriz interior 


Es la ceviana interior que determina con los lados adyacentes ángulos de igual medida, 


B 
№ 


isectriz interior del triángulo ABC relativa a АС 


GEOMETRÍA 


exterior 


ceviana exterior que determina con el lado adyacente menor y con la prolongación del 
dyacente ángulos de igual medida. 


70 


ВО : Bisectriz exterior del triángulo ABC relativa a АС 
Siendo: AB > BC 


^ 


irpendicular trazada desde el vértice hacia la recta que contiene al lado opuesto. 


y H c A с н А c 


Altura del triángulo BA: Altura del triángulo 
ABC relativa a АС ABC relativa a AC 


Altura del triángulo 
ABC relativa a AC 


de un segmento: Recta que biseca perpendicularmente a un segmento 
3h Si: 


PM-MQ y 
"WiPQ 


Entonces: 
F : Mediatriz de РО 


coplanar al triángulo que biseca perpendicularmente a un lado del triángulo 


B az 


C 


а 


“F : Mediatriz del triángulo relativa a AC 


M MATEMÁTICAS ий ODO Ў GEOMETRÍA 


Teorema 1 
En todo triángulo rectángulo, el ángulo entre la altura relativa a la hipotenusa y uno de los catetos 
mide igual que el ángulo opuesto a dicho cateto. 


Donde: BH : altura relativa a la hipotenusa 


Teorema 2 
P 


En todo triángulo isósceles, el ángulo determinado por los laterales mide el doble del ángulo 


entre la base y la altura relativa a uno de los laterales. 
Prolongamos ВА hasta Р para formar el APBC: isósceles (PB=BC) 


a) А Prolongamos BM hasta Qe PC 
Donde: АН: altura relativa a BC EG es Ызесий 
(38... Be laterales) => BQ es bisectriz y altura del APBC 
F:mMCQ = mzMBH = х 
APBC(isosceles): m4BPC = m4BCP = х +} 
- APCA (Teorema del 4 exterior): 
Donde: АН : altura relativa a BC E 
(AB ^ BC: laterales) 
ab 
mZABC = 2(m2CAH) а 
c 
Teorema 3 


En todo triángulo; el ángulo entre la altura y la bisectriz trazada del mismo vértice mide igual 


que la semidiferencia de las medidas de los ángulos del triángulo en los otros vértices. 
s Si: E 
AI : bisectriz del ángulo A 
Donde: m TT : bisectriz del ángulo B 
BH : altura relativa a AC 
Entonces: 


BM : bisectriz interior relativa a AC 


а-в 


х=2=5 


2 


b) 


MATEMÁTICAS II e GEOMETRÍA 


EJERCICIOS DE APLICACIÓN: 


E Bo gráfico, calcule el valor de a. 5. Determineelvalordez 
J BE : bisectriz del ángulo exterior en |l 
pe CE : bisectriz del ángulo exterior en C 
D 
Q Entonces: 
Ld E 
Ly C Rpta.: 


el triángulo mostrado en la figura 
'AC. Calcule el MOENIA [3 


Si: 4 


AE : bisectriz del ángulo A 
СЕ: bisectriz del ángulo exterior en € 


Entonces: M 


| triángulo ABC, se tiene que BM es 


ctriz; calcule el valor de x. Calcule el valor de x. 


DEMOSTRACIÓN: 


Trazamos la bisectriz del « CTA que intersew 
a la prolongación de EC en E 


AFAR: дїп el gráfico, calcule el equivalente de 8. 


m«F-90*-x sas! " 


Del teorema (b) : 


F-90'-- 
т<! 


В 
2 


De(D-(D: 90°-х=90°— 


MATEMÁTICAS П ROD GEOMETRÍA 


Resolución: Como el AABC es equilátero; sus ángulos miden 60° o 
Se pide: mZBAP-x 
E 3 
Datos: BH esaltura y BQ — BP Ыы 
ña 
En el ABHC; como mZC = 60°: A т D © 
mZHBC = 30° Se pide: mZCED =x 
El AQBP es isósceles (ВО = BP): Dato: mZABC = mZBEC y AB = AD 
mZBQP = mZBPQ = 75° Enel AEBCsea: mZEBC=0>x=a+0 
En el AEDC: mZADE =x t а 


Ahora en el AABQ: 


х + 30° = 75° + Сото АВ = AD: mZABD =x + а 


Сото: mZBEC = mZABC 
6255, 

mZBEC = х+о+0 =2х 
x 


Ahora en el punto “E”: 
Зх = 180° 


Resolución: B ^ х= 60° 


Хе 9 
А н с 


Se pide: mZBAP = x 
Como: AP=PC > mZPAC- mZC = o 
Sea: m ZHBC = 0 y mZHBA = а 
Del dato: 9-0 = 40° 


Ahora en los triángulos: 
ABH: x+0 +a=90 
BHC: 0+0=90* 
Tgualando: х++а=Ө+& 


x=0-a 


= 40° 


mZBDE =x 


AB = АС y BE = BH 


En el problema; como AB = AC: 


mZA 
2 


mZHBC = 
Además en ЛАВН: m.ZABH = 90° - 20 
Ahora en AHBD: mZEHB = Ө +x 


Сото ЕВ = BH: mZBEH = 0 +x 


Finalmente en AEBH: 
Ø ex #+х+90°- 26 =180° 


GEOMETRÍA 


Se pide: CD-x 
Datos: AB = 16 y BD = 13 
Como: mZA = 2mZC; tracemos la cevina ВО tal que: mZQBC = а 


Ahora el AQBC es isósceles: 
ВО = ОС y mZDQB = 2a 
Ahora los triángulos АВО y DBQ son isósceles: 
AB-BQ-QC-16 y DQ- 13 
Luego: x=13+16 
^ x=29 


Como: mZA = 2m2C; entonces en la prolongación de СА se ubica el punto Q 
talque: mZBQA = 20 


Ahora AQBC es isósceles: 
QB-BC-b 


Además en el ЛОВА sea mZQBA =a; ahora: 
20+a=40>0a=20 у QA-c 


Luego en el punto E se deduce: mZAEB =90 -0 


Еп el problema; el AQBE es isósceles, 
x+c=b 


x=b-c=3 


GEOMETRÍA 


Se traza la bisectriz del е AQ 
SUMA MI ángulo exterior en “C' y se prolonga AQ hasta que se 


Ahora aplicamos la propiedad en: 


AABC: mep =Ë% 00 
AQPC: g 
2 
х = 20° 


MATEMÁTICAS II 


Se pide: x 


Se traza la bisectriz del ángulo ACE la cual сопа a AN y EN en Q y I 
respectivamente. 
Ahora aplicamos la propiedad en: 


АВС: mZAQC = 90°- £ 
0 
ACDE: mZCPE = 90°- 5 


Ahora en APQN: 


9 99-6 
x= 90290 2 


GEOPIETRÍA 
Se pide: x 
En el ЛАВР se traza la bisectriz DO 
Ahora se observa en dicho triángulo que: 
AQ : bisectriz "interior" 
DQ : bisectriz "interior" 
Entonces se cumple: — mZAQD = 90°+ a =90°+х 
Además en el AQCD se observa que: 
DB: bisectriz "interior" 
CB: bisectriz "exterior" 
Entonces se cumple: mZCBD = non =х 
mZCQD = 2x 
Finalmente en “О” 90° + x + 2x = 180° 
Зх = 90° 
х = 30° 


GEOMETRÍA 


Se pide: x En el ACQB se observa: 
En el AMNC: a+ В + 70° = 180° > a + В = 110° 


2w +20 + 2р = 360° > + 0 + В = 180°...) 


En el AABC: Entonces se cumple: х= 90» - 100* 

Ahora prolongamos MB y PA hasta que se corten en Q. 

Luego en el AAQB utilizamos la relación (1) y se deduce que: 
mZQ- В 


AhoraenelAPQM: х+а+В=180° 
110* 


Resolución: Dato: В + о = 280° 


Сото АР = АО — mZPQA = mZQPA =х 


Prolongamos AP y CQ hasta que se corten y se observa que para el AABC: 


AN: Bisectriz "exterior" - 
CN: Bisectriz “interior | "72 
P Ahora en el APNQ: х+х+ В =180°+ 2 
Piden: х RC 
Prolongamos АС y DB hasfrquestitittemeiQQ. 22 (268). 1805 
En el AAQD: 280° = 
40 


mZQ = 100° 


Resolución: 


poo PEE 


GEOMETRIA 


Piden: х+у Piden: x 
En "B": 124° + mZABC = 180° p 

"p Y CN hasta que se corten en “Q” se observa que para el AABC: 
En el AABC se observa que: ВО: Bisectriz "exterior" 


"AG: Bisectriz "interior" CÓ: Bisectriz "exterior" 


CO: Bisectriz "interior" 


p. 


J> mac-see Se 


- Entonces se cumple: 


En el ACQP se observa que: mZQ = 90*— Жж 
СМ: Bisectriz "eror || „ена 2 370 mZQ-90*-a 
PN: Bisectriz "exterior" 2 


Ahora en el AEQC: 
Ahora por propiedad de " >< "m 
х+у = 31° +62 
х = 90° 
х+у= 93° 


Resolución: 


MATEMÁTICAS II 


Graficando de acuerdo al enunciado se obtiene: 


E 


Piden: т/А=х ga c Z) 


EnelAABC: x-o-y- 180° 
w+y=180°- x ..... (П) 


A partir del gráfico 
se deduce: 


* m=a-f....(AABQ) 


+ n =a+f...(ABCO) 
Entonces: 


men 


En el problema: 
BO: Bisectriz exterior: > x < y jo 
CE: Bisectriz exterior: G х < o _ 
2x «yo 
180*-x 
x « 60° 


Xmax 759? 


A' С 
En el gráfico se observa lo siguiente: 


АВСН:х+В+0=90° > -90-x-0....(1) 
AABC: a + 3 + Ө = 180......(П) 


Reemplazando (I) en (11): 


a+3(90-x-0)+0=180 > a-20+90=3x 
pe 


Piden: mzB-x 
Dat:  o-y-130* 


MATEMÁTICAS II GEOMETRÍA 


Prolongamos PQ y PH hasta cortar a AB y AQ en N y M respectivamente, luego AABP: 20 +В + 20 + о = 180 e 
deduce: AAQB: at 2p--0-- 20 = 180 


3(a  B--0-- w) — 360 
ANBQ: mZANQ-2x a B 0-- = 120......(П) 
AMQH: mZAMH = o-- y — 130 


Ah : 
AANP: 130°= 9o 25 (Propiedad) „шшш: 


2х=40 


Piden: BC = x (x e 2) 
Datos: mZA-3mZC,AB -3 ^ mZB » 90 


Tracemos la ceviana AT tal que: m2 ТАС = mZ C = 0; luego se deduce: 


En el gráfico 


mostrado se cumple: 


BT-AB-3 y TC=x-3 


Enelproblema se observa a dicha figura; entonces: 


x+fro+0+a = 180.....(1) 
ы Porexistencia de triángulos (^ ABT) 


3-3<х-3<3+3 > 3«x«9..() 


A Pero Z ABCes obtuso, entonces: 


(х-3)>32 +32 > x>7,23....(IM) 


De(DA(ID): 7,23<х<9 


MATEMÁTICAS II GEOMETRÍA 


lo isósceles ABC, de base AC, 7. Si mZB - mZA = 50°. Calcular el valor 
la ceviana interior AM, tal que dex. B 


AC y mZACM = 3m2BAM. Calcule m 
Resolución: Piden: mZ ABC; (mZ АВС = 3mZ CNM = Зх). GA 
B)36* С) 30° 
Р А Е)60° 2 
Luego de hacer el gráfico correspondiente notaremos que: A 
in triángulo ABC se traza la bisectriz А E с 
Hor BD, si AB = BD = DC. Calcular mzC | 
А)20° в)15 С)10° 
в) 45° oe D)30* Е)25° 
Epa? 8. En un triángulo ABC, recto en B se cumple 
que AB = 3 y ВС = 4, se traza las cevianas 
Bpsulo ABC (obtuso es C) se traza interiores BD y BE, si DE = EC = 2, Calcule 
ectriz exterior BD, si BD = CD y mZDBE 
30". Calcule mZABC | 
A) 30* B)37* С) 45° | 
в)зо° с)2о° D) 60° E) 53° | 


Е) 45° 


9. Segünelgráfico. Calcule el valor de x 
triángulo ABC en el cual se traza 


> Mana BD tal que: mZDBC = 20° y 
Ahora prolonguemos AM hasta cortar a НС y se deduce: = 50°. Calcular la medida del 
* АМОН = 2а +20 = 2х 


(AMQO). que determina las bisectrices de los 
* mZHAC-90-2x = mZ MAC ......(AAHQ y AM es bisectriz del 4 A). los ABD y ACB 

*  mZACB=180-4x (A ABC: isósceles) 3 ù B) 140° ©) 105° 
hb. E) 120* 


Finalmente en el А ABC: n triángulo ABC, en donde la 


IC = 40°, se тага la bisectriz interior A) 60* B) 70* C) 80° 
alcular la mZBCA si la bisectriz del 
es perpendicular a la bisectriz del 


180-4x + 180— 4x + Зх = 180 
180 = 5х 
2х=36 


В) 80° С) 60° 
Е) 70° 


triángulo ABC se traza la ceviana 
lor BD, si AB — AD y BC — AC. Calcular 
| г valor entero que puede tomar la 


la delángulo DBC 


B)44 


C)59 
E)22 


11. Si:0-- В = 100°; calcularx 15. 


16. 


А) 40° 
р) 45° 


12. Delgráficocalcular; 2+0 
х+у 


17. 


А)2 в)з 04 
D)1 Е)1,5 


13. Calcular: x+y+z 


A) 180° 
р) 135° 


B) 360° 


C)270* 18. 
E) 120° 


14 En un triángulo rectángulo ABC recto en 
B, (BC > AB) se traza la bisectriz interior 
BF (F en AC) luego se traza la ceviana 
interior BM. Si AB = BF y BM = MC, calcular 
la mZFBM. 


A) 15° 
р) 30" 


B)45* с)22,5° 


Е)25° 


MATEMÁTICAS II 


Se tiene un triángulo ABC; se traza 
bisectriz interior BD y la ceviana AQ 
cuya prolongación se ubica el punto T til 
que mZATC = 90°; mZADB = 80' 
mZBAQ = 2m ZBCA; calcular mZBCT 


¡ráfico calcular el valor de x 


A)80* B) 40° С)70° 

D) 60° E) 50° 

Calcularelvalor dex B) 36° C)30* 
E) 22,5° 

A) 60° В) 45° с) 30" 

0)75° E) 50° 


Indicar verdadero (V) o falso (Е) segil 
corresponda: 


( еп un triángulo ABC la mediana B map 28 
mide igual a AC/2; entonces did 
triángulo tiene un ángulo recto. 
(D La mediatriz de un lado de un triángil guspordex 
puede cortar a otro lado del triáng) 
perpendicularmente. 
С) Dado el triángulo ABC; la bisectriz d 
ángulo interior en B corta a AC en 
punto medio. o 
() Al trazar la altura de un triángi 
obtusángulo; necesariamente di] 
altura se encuentra en el exterior 
triángulo. 
A)FVVF B) VFFV С) УУРУ B) e 
D) VFFF E) VFVF ) 110' С) 120° 
санае gráfico; calcularel valor dex 
Be п 
E 
А A 
{ cd 
A)22%30' B)16* ©) 1830 0 r 
D)20° Е)15° HLO 2 


GEOMETRÍA 


23. Calcularx. si: a-b = 20° 


C) 100° 
E) 80° 


A) 20° ©) 30° 
Dos B40 


25. Si T, // Lj; // T; y m-n- 40% 


B)36" 


А) 40° 
р) 30° 


B) 20* С)65° 


Е) 36° 


26. Segúnel gráfico AB = BCy AD = AC. Calcular 
el valor de "x". 


27. Segün el gráfico, calcular la medida del 30. 


ángulo formado por las rectas L, y Ly- 


28. 


29. 


C)90* 
E)60* 


A) 80* B) 120° 


D)45* 


En la figura: AB // MN // PQ, calcular el 
valor de “x”. 


С) 18° 
Е) 24° 


A)10* B)15* 


D)20* 


En el triángulo ABC se traza la ceviana 
interior BN y en el triángulo BCN se 
traza la ceviana interior NL tal que 
CL = LN = NB = BA. Calcular la 
mZBNL cuando el ángulo BCA toma su 
máximo valor entero. 


O54 
E) 89* 


A) 64* в)72° 


р)59° 


MATEMÁTICAS II 


GEOMETRÍA 


En un triángulo ABC; mZA = 2mZC; 
traza la bisectriz interior BD tal qu 
DC = х y АВ = y; indique la relació 
correcta. 


un triángulo ABC, obtuso en B, las 38. Si: ВУ = ВС; calcularel valor de “x” 

ices de AB y BC cortan a ACen M y N B 
amente. Si las bisectrices de los A 
obtusos en M y en N se cortan en Оу 

= 55”. Calcular la medida del 


А)х>у В)у<х<2у lo exterior en B. 
V 
90-5 <2у B) 70* C) 50* 
D)O«x«2y E)0<x< 3y Е) 85 «< 
ularel valor de *y" A P 
31. Si; AN = AMy CP = CQ; calcular x к г | 
А)зо° в)20° C)22,5* 
D)26,5* E) 36* 


Se tiene un triángulo rectángulo ABC recto en B; 
se traza la ceviana interior BP cuya prolongación 
interseca en Q a la bisectriz del ángulo exterior 
enG;calcularmZ PQC, si AB = AP 


А M Q Q 


C)20* 


^ E) 40° 
Do RI B i : A) 60 В)45 сузо 
DO ө — 15*;calcularel valor dex 0)36 SET 
32. Si el ZB es obtuso, AM = AN y CQ = 


En un triángulo isósceles ABC de base AC se 
i dex 
calcular el máximo valor entero traza la bisectriz interior CQ; si AQ = 2 y CQ 


adopta un valor entero, calcular dicho valor 


^1 
D)4 


B)2 с)з 


E)5 
41. En un triángulo ABC, m2 C = 40; se traza la 
ceviana BQ tal que AB = BQ; en BC se ubica el 
punto P Si PC = QC y mz АВО = 50; calcular 
mZ BQP 


В) 67,5° С) 110° 
Y E) 100° 
Qus 
E) 142 


A)90* в)112° 


D) 135° 
33. Calcularel valor de x" 


| figura, calcular el valor el valor 


A)40 
D)55 


B)45 С) 30 


E)60 
42. Se tiene un triángulo ABC, mZ ABC = 40; se 
traza la bisectriz interior CM, calcular la 
diferencia entre las medidas de los ángulos 
BCA y BAC sabiendo que la bisectriz del 
ángulo BAC es perpendicular a la bisectriz del 
ángulo BCM. 


С) 65" 
E) 60° 


В) 50° А) 30 


р) 40 


В) 15 С) 20 


Е)10 


3 


43. En un triángulo ABC se traza la ceviana 
interior BE y la bisectriz interior del ángulo 
BCA, las cuales se intersecan en F de modo 
que AB = AE y mz ABC = m2 ВЕС. Calcular 
lamz EFC 


C)60 
E)56 


A)30 
D)57 


B)15 


. Segúnel gráfico: m + п = 110. Calcular “x +y” 


С) 135 
Е) 140 


А) 120 
D) 125 


В) 110 


En el triángulo РОК se traza la bisectriz 
interior RT, se ubica el punto "M" en QR, por 
dicho punto se traza una recta perpendicular 
a la bisectriz que interseca a RP en el punto 
“F”, Si mZ ВОР + mz RPQ = 0, calcular la 
mZRME 


С) 0/3 
Е) 30/4 


no 
D) 20/3 


B)0/2 


En un triángulo obtusángulo ABC, obtuso en 
“B”, se traza la ceviana interior BM tal que el 
triángulo AMB es obtusángulo, obtuso en 


“м”. Si AB + AC = 10, calcular el máximo 
valor entero de la ceviana interior AZ del 


triángulo AMB. 
A3 Bs 04 
D6 E)2 


A O 92 == саа 


47. 


48. 


49. 


En el triángulo isósceles АВС, АВ = BC, 
traza la ceviana CD, en el triángulo АРС 
traza la bisectriz exterior DE, "E" en 
prolongación de СА, tal que la mZ AED = 1 


Calcularla mz DCB. 
A)85 B)20 С) 51 
0) 34 Е) 30 


Enel gráfico mostrado; calcular el valor de "x" 


C)20 
E)15 


A)45 
D)35 


B)55 


En un triángulo isósceles ABC (AB — 
mZBAC = 70, su ubica el punto interior P 
modo que тг ВАР = 40 y тг PCB = 
Calcular mZ РВС. 


А) 15 
D) 40 


В) 18 С) 10 


Е) 50 


Se tiene un triángulo ABC, АВ = BC, sobre. 
se toma un punto D tal que AB = DC y «1 
prolongación de BD se toma el punto E tal (| 
BC = BE. Si la mZ DAE = 40, calcule m C. 


A)10 
D)40 


B)20 C)30 


E)50 


Ill ajedrez topológico introduce al milenario ajedrez clásico en un contexto complejo y futurista que 
]In época de fin de siglo exige. 

боп un sentido novedoso en el diseño de las piezas, se ha querido generar un cambio sustancial en la 

trategia del juego, que va desde la forma estructural de la apertura, continuando con movimientos. 

spaciales de ensamble y captura lógicos, para culminar en la Posición ventajosa que derive en jaque 

mate. 
ajedrez topológico perpetüa al igual que el tradicional, 

Jugadores los cuales requieren de un tabi 


plezas se denominan igual 


correspondencia marcada, tiene que conservar la 
uede capturar a la torre ploma ya que establece 


ploma ya que establece 
plomo y 3-3 conel peón negro. 
la reina ploma ya que no tiene posibilidad de conservar la 
бп y lareina. 


GEOMETRÍA 


CONGRUENCIA DE TRIÁNGULOS pm 


De manera general se denomina así a las figuras que tienen exactamente la misma forma y EE леме 
tamaño, es decir si una de dos figuras congruentes se coloca sobre la otra; estas coincidirían 
| exactamente; se debe entender que este movimiento se efectúa en forma abstracta es decir en li. 


mente. En el gráfico se muestran dos figuras congruentes. 


| | 


D С m 
| 1 | 


b ——àÀ b ———3À 


¡omina así a dos o más triángulos donde para cada lado y cada ángulo de uno de ellos hay un 
Wn. ángulo; respectivamente congruentes en los demás. En el gráfico se muestran a dos 
congruentes. 


mM 


El símbolo = significa “es congruente a" y escribiremos АВ = РО para expresar que AB ú 
congruente con PO. 


Segmentos congruentes 


Se denomina así a dos o más segmentos que tienen la misma longitud. 
P 


A | 


= [эсе] 


Н 
П formas de reconocer a dos triángulos congruentes mediante condiciones mínimas que 
s deben cumplir; a continuación se presentan tres casos. 


ido - ángulo (A - L- A) 


£e. 
| Dados los triángulos ABC y MNT tal que AB = NT; mZA = mZT y mZB = мим; 


Ángulos congruentes entonces dichos triángulos son congruentes. 
Se denomina así a dos o más ángulos que tienen la misma medida M 
B 
M Y © 
в A 
71 А © a 
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Lado- ángulo- lado (L- A- L) 


Teorema: Dados los triángulos ABC y РОВ tal quem ZA = m ZQ; АВ = QP y АС = QR; entoncol 
dichos triángulos son congruentes. 


pe Ps, 


Lado- lado - lado (L - L- L) 


Teorema: Dado los triángulos ABC y DEF tal que AB = ED; BC = EF y AC = FD entonces dichos 
triángulos son congruentes. Y 


VA 


Б мота 


A continuación se muestran algunas parejas de triángulos rectángulos congruentes, son los 


que suelen presentarse en los problemas (analicelas) 


p ZI yd IN „1 


GEOMETRÍA 


Ilquier punto de la bisectriz de un ángulo se encuentra a igual distancia de los lados del 


o poe + 
N 


Bisectriz del ZAOB 


"Еп todo triángulo isósceles, la suma de las distancias de un punto de la base hacia 
los laterales es igual a la longitud de la altura relativa a un lateral, 


в 
Si: АВ=ВС 
АС : base 
р : punto de la base 
b b pe 
H 


Entonces : 
N 


~ Si: АВ = ВС 
as AC : base 
P : punto de la base 


MATEMÁTICAS II 


Teorema: En todo triángulo isósceles; la diferencia de distancias de un punto ubicado en 
la prolongación de la base hacia los laterales es igual a la longitud de la altura 
relativa a un lateral. 


B 


Cualquier punto de la mediatriz de un segmento se encuentra а igual distancia de los extret 


del segmento. 


Si: 
Р : punto ubicado en la 
prolongación de AC 
Entonces : 
Si AB- BC 
AC :base 
р :punto ubicado en la 
prolongación de AC 
Entonces : 


"W^ : mediatriz de РО 


M :punto de la mediatriz 


GEOMETRÍA 


A SS 


į En todo triángulo isósceles; la altura relativa a la base esa su vez mediana, 


bisectriz y está contenida en la mediatriz de la base. 


AC: Base 

BH : Altura relativa a la base 
BH : Bisectriz interior 

BH : Mediana 

BH : Porción de mediatriz 


legmento cuyos extremos son los puntos medios de dos lados de un triángulo. 


Si: AM = MB y CN = NB 


Entonces: 


MN : base media del AABC 


tiene tres bases medi 


"EC 
"m " 
ángulo se cumple que cualquier base media es paralela a un lado y su longitud es 
d de la longitud de dicho lado. 


a Si: PQ es base media 


£ Entonces: 


Además: 


MATEMÁTICAS II GEOMETRÍA 


do triángulo rectángulo la longitud de la mediana relativa a la hipotenusa es igual a la 
i la longitud de la hipotenusa. 


| AB//CD ^ AB = CD  AD//BC ^ AD - BC б BM : mediana relativa a la hipotenusa 
| (AM = МС) 
Entonces: 


DEMOSTRACIÓN: Trazamos BD 
| = AABD = ACDB(L - A - L) 
= m«ADB = m«CBD =0 
Por ángulos alternos internos: 


También por la congrunecia: 


Prolongamos ОР hasta E, tal que ОР = РЕ 
=> AQPA = AEPB(L - A-L) 
=> m«BEP = m«AQP - 0 
= EB/QC 

Por el lema: EQ//BC ^ EQ = BC -2m 


A С 
у ъ —— 


os la base media MN del ДАВС 

= MN//AB- MN 1 BC 

= MN es mediatriz de BC 

= Por el teorema de la mediatriz: 


Pg 2 MB=MC=b 
AC Sax, ye " A А 
CONS Eo rca у 


EX NDTA 
Teorema: Si por el punto medio de un lado de un triángulo pasa una recta paralela a 0 
de sus lados, entonces dicha recta cortará al tercer lado en su punto medio. 


Si: AM = MB y “E // AC 


Además MQ será una base media del 
triángulo 


Entonces: 


MATEMÁTICAS П GEOMETRÍA 


EJERCICIOS DE APLICACIÓN 


Y NcTA 


figura los triángulos ABE y MECson 5. Según el gráfico, calculeelvalordex. 


ruentes, ealcule MC, si BM = ЕС. 
B 


Si: АВ = ВС y mZABC = 120° 


Rpta.: 


6. Si Zes mediatriz del segmento AB. 
Lal gráfico AE = ED y los triángulos AEC Calcule el valor de a. 
DEB son congruentes. Calcule el mayor 

entero de AE. d 


el gráfico calcule el valor de xsiel 7, Determine el valor de о, si MN es base 
ulo AEC es congruente al triángulo media. 
y el triángulo ABC es isósceles.. 
B 


triángulo ABE es equilátero 8. Según el gráfico calcule el semiperímetro 

los BEC y AEC son congruen- del triángulo MBC si М es punto medio de | 
AC. 

B 


GEOMETRÍA 


Q 


MATEMÁTICAS II 


Graficando e indicando los datos: A 
AABC: isósceles y mZABC = 100° > mZA = mZC = 40° 3 
Piden: x 
AR=c л AP=b >0QC=c A RC=b Se observa que: AABP=ACBQ (L-L-L): 
mZPRQ =x mZBCQ =x 
Ahora en "C": 2x = 80° 
- х= 40° 


Sea: 
Piden: 


Se observa que: ЛАРЕ = ACRQ (L - A - L) 
Sea: mZARP = 0 — mZRQC = 0 


Ahora en el ACRQ: 
Ө+х= 0 + 40° 


х= 40° 
Se pide “х” 
A partir de los datos indicados en el 
~ gráfico se deduce: 
mZABC = 40°; mZBCD = 50° y 
mZHAC = 20° 
Ahora se observa que AABC: isósceles 
> АВ=ВС 


Luego: ЛАВН = ACBD (А — L- A); entonces: 
BH-BD-b 


AABC: isósceles (base: AC) — АВ = BC ^ mZACB = x Ahora el AHBD es isósceles: 


Resolución: De los datos: 
X- x + 40° = 180° 


APBO: isósceles (base: PQ) — PB = BQ 


AP=b>CQ=b х=70 
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MATEMÁTICAS II 


GEOMETRÍA 


Piden: x 
QC=x Como АС = AE y AB = CD — ЛАВЕ = ACDA: 


me 2 mZAEB = mZCAD = 0 
Como AB // РО: mZABC = mZBPQ = 0 
Además se observa que AAEC es isósceles: 


Como los triángulos 1 y ll son congruentes; mZACE = 0 x 
los lados adyacentes al ángulo dé medida Por la propiedad de: “ D<” 
“Ө” deben ser respectivamente congruentes; х+# ex =900%4 
entonces: 

х= 45° 


рО = ВС= 5 y АВ = ВР = 3 
Ahora se deduce que AC = 4 y luego: 
ВО = 4 y mZQBP = 90° 


Finalmente utilizamos el teorema de Pitágoras en A BQC: 


х= 42+ 52 
x=/41 


| —— 


Sea: AH =b — ВС = AB = 2b 


MATEMÁTICAS II 
| Piden: x 


Como AH = HB y mzH = 90° (HD: mediatriz de АВ) 
BD = AD y mZHDB = x 


| Ahora BD es bisectriz del ZHDC; esto sugiere trazar ВО 1 CD : 
| BQ=BH=b 


Ahora el ABQC es notable de: 30° y 60° 
mZBCQ = 30° 
Como BC//AD: 3х=30° 


„х= 10° 


Se pide: х 


Del dato sea: AP-b-» РС= МС= ВО =Ь 
Como AP = PC y mZB = 90°; esto sugiere el trazo ВР: 


BP- E (propiedad) 


Ahora como BP = BQ = b: 
mZBPQ-x y mZABP = 2х 


GEOMETRÍA 
Como AP = BP = b: 
mZA=2x y mZBPC- 4х 
Como PC = MC = b: 
mZPMC — 3x фо хе, 
AhoraenAMBQ: Зх + х = 90° BEES Y a 
^o х= 22930 2 


Piden: 


Como BP es bisectriz y mZP = 90°; esto sugi — 
se corten en “Q”, 5 esto sugiere prolongar CP y BA hasta que 


Ahora se deduce que el AQBC es isósceles ( BP : altura y bisectriz): 
QB-BC-8 y QP-PC-b 


Ahora en AQAC; como QP — PC y AQ // PN ; entonces: NP es la base media 


MATEMÁTICAS II 
МАТЕМАТІС, GEOMETRÍA 


Ahora en la prolongación de PC se ubica el punto Q tal que: BQ = BP = b 
Entonces: mZQ = 40” y m2BCQ = 70° 
Ahora el СВО es isósceles (mZCBQ = 70°) > CQ = b 


Además se observa AMBC=AQBC (caso: L- L- L) 


Resolución: Del dato: 
Sea: ВР =b — AC=2b Entonces: 2x = 40° 
х= 20° 
Piden: mzMCA-x „ 


En la prolongación de CM ubicamos el punto Q tal que: QA // BH 
mZQAC = 90° л mZQAB = mZABH = 0 
Ahora se observa que: ААМО = ABMP (A - L — A) 
AQ =BP=b 
Finalmente el ЛАОС es “notable” de 53*/2 (AC = 2AQ) 
¿x= 26,5" 


Resolución: Como AC = 2(BP) siendo AC hipotenusa del AABC entonces se sugiere trail 
la mediana BM (AM = MC) ya que: ВМ = ^£ (propiedad) 


AABC es notable 
de 15° y 75° 


Se cumple: 


АС = 4(BN) 


MATEMÁTICAS II 
GEOMETRÍA 


En el problema (ABPQ): 
BQ-4(PN)- 4b 


b 
Finalmente el AABQ es “notable” de 53/2: ВО = 2(AB) 
53° 
2 x-27--26730' 
к= 26°30' 


Piden: x à AALTO 
"Érazamos AH 1 dedi E 
Como АВ = ВС: mZA- mZBCA-x ааа 
A item | mZHAQ = 37° 
Ahora trazamos CH LPM > CH // AM $ 
Por ángulos correspondientes: — Sea: mZCAQ- a y mZC- B— a f = 53° 
СР = = 
a тн! mZA = х Entonces en el ЛАРВ se deduce: mZB = В 
Como CP es bisectriz: 
HP-PD-1 Ahora se observa: ЛАВР = AACH (А – L — A) 
Ahora trazamos СО 1 ВМ >CQ =4 Entonces: AH=AP=4 
Se observa que el ABQC es “notable” de 37” y 53° (BC = 5 y CQ = 4) 
ү» еп БАДЫ, Finalmente el AAHQ es “notable” de 37° у 53° 
ашеи 2x- 53° 44x-5 
л x-2630 I 
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MATEMÁTICAS П €— 


Piden: x 


Como ED = DC y mZEDC = 20°: 
mZCED = mZECD = 80° 
Б 
Como АЕ = ED: 3 
mZEAD = mZEDA = 40° Сото BC = AC: mZA = mZABC = Зх 


Ahora trazamos EQ 1 AD En la prolongación de BD se ubica el punto “Q” tal que: CQ = BC = b 


AQ=QD=b y Luego el ABCQ es isósceles: mZQ = 2x 
mZAEQ = mZQED = 50° 


eina Ahora por la propiedad de * D<” 
Luego trazamos DP 1 BC se observa que: EUIS 
ACDP = AEDQ (A- L-A) >PD = b AGO doe 


0° y = ога se observa que: ЛАВС  ADCQ (L 

60°: BD = 2b )bserva qi 'Q(L-A-L) 
Ahora el ABPD es notable de 3! Ah 

Finalmente el AABD es isósceles (AD — BD — 2b) 


Finalmente en el ADCQ: 
х + 40° = 70° = е en el ADCQ: 


8x — 180* 
x = 30° д х= 2230 
114 115 


| GEOMETRÍA 


CNREE AAA Y MATEMÁTICAS II á = 


Resolución: Piden: mZ MND =x 


| Haciendo el gráfico correspondiente e indicando en el dato: 


*  mZBQD=20+30=58 .... . (AADQ). 
*  DQ-DB-c (ADBQ: isósceles). 


Ahora se observa que A ООЛ = А BDC (L — A — L); entonces: 
x-20 


Finalmente en el A ABC: 
120 = 180 
720 =х= 30 


Porel teorema de la mediana relativa a la hipotenusa en: 
ABCD:DN=b ^ mZC— тА МОС = а 
AADP: DM =b л mZPAD = mZ MDA =0 


Ahora se deduce que: 
тг МОМ = 90...... (a + 0 = 90 enel AAEC). 


Finalmente en el AMND: 


moti 


Apartir delos datos enel gráfico se deduce: 


тг ABD = 110 (A ABD); 


Piden: mZ ВСА = х. 


mZ DBC = 50 


Luego de graficar e indicar los datos correspondientes tracemos DỌ (Q « y AB=BC=2b....... (AABC) 


que mZ ОРА = За; entonces: 


116 


MATEMÁTICAS II GEOMETRÍA 


Ahora tracemos BH 1 AD y se deduce: 
* AABMesnotablede30y60 — BH =b 
* BDes bisectriz del 4 НВС. 


Luego tracemos DO BC y por el teorema de la bisectriz: 
BQ=BH=b > QC=b 


Ahora se observa que: АЛ АВО =A САР (L-A-—L); entonces: 


mZAPC=x 
Finalmente se observa que A DBC es isósceles (00: Altura y mediana). Finalmente A CBP ea scales 
x+10=50 mZ BCP = mz BPC = 80 = 60+ x 


2х= 40 
®х=20 


р 
2. х. 


Enel A ABC (isósceles) se traza la altura CT y se deduce: 
AT=TB=b y mZBCT = mZTCA =x. 


Resolución: Piden: mZ QAB = x. 


De losdatos AB = ВСут АВС = 40, entonces: 
mZBAC- mZC- 70 


Tomando como base AB se construye el triángulo equilátero АВР y se obtiene y 
mz PAC = 10 ^ m4CBP=20 


Además: ОС = 2b = AB... (Dato) 


MATEMÁTICAS II 


MID = mZACB = 24”. Calcular el valor 


D с 
В) 18° С) 20° 
E) 32° 
Ф irlángulo isósceles ABC se tiene: 
Т. ВС y M punto medio de AB. Se traza 


С y РО 1 BC, tal que AP = QC. 
Ahora tracemos la perpendicular TL a la prolongación: de ВО y notaremos que: Я 


ABCT=ACBL (А.-А); entonces В) 12 С) 14 
BT-CL-b. 


n triángulo ABC, se ubica un 


Finalmente se obtiene que A ОСІ. es notable de 30 y 60 (QC = 2 (CL)) P tal que: mZABC = mZPBC 


Зх = 30 


2х=10 


| mediatries de AB y BC 
a +В = 45°, AP = Зу 
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GEOMETRÍA 


En un triángulo rectángulo ABC recto en B, 
se ubica el punto P en AC y se traza РО 1 АВ 
(Q en AB). Si PQ = PC y 3AQ = 5QB, 
entonces la medida del ángulo BAC es: 


А) 37° В) 45° С) 53° 
D) 63, 5° E) 71, 5° 


Si AQ = 8; calcular ВС 


B 
З 
{2ха Ps 
A e 


A) 16 B) 8/2 с) 843 
р)9 E) 15 


Si: AM = MC = BN. Calcular x 


N 
AN 
A M © 


А) 40° В) 50° С) 60° 
D) 70° Е) 65° 

Si AQ = РО y EC = 6. Calcular CB 

B 
P 
E 
А Q E 

A) 342 B)3 с) 343 
D) 2 E)5 


MATEMÁTICAS II 


&. Si AM = QC; AP = CN y AB = BC. 12 En el gráfico, se cumple que AC = Cl) АВ = ED y AD = EC. Calcular ^x" vut : 
Calcularx AE = 3y BE = 5. Calcule DE E 2 2f. JSi AP = PC = BC; calcular “x”. 
ч ЛС 
B, 
Е Ñ 
i AAN 
5 - 
B c E! E D A с 
] B) 110° C) 70° А) 20° p À 
A)8 B) 11 с)1з D B) 60° Ы rod B) 10 C) 15 
A н D) 14 ) 12 E) 25* 
A) 55 B) 50 C) 40° enira 
о nz ПАВ = 
р) 35 E) 60° 13. En un triángulo ABC sé traza | Bes portes AP ne (м EON, dus ы tiene: 
medianas BM y AP tal que mZBMA = 45" “— AD = DC = 2(ED). Calcular “x”, | 
10. Si AP = BC; calcular x mZPAC = 90°. Calcule mZAPC. 
H 
B A) 37° B) 53° ©) 60° A E 
Sx VE D)75 E) 50 E з 
14. Se tiene un triángulo rectángulo ABC r BR 
5 en В, en la prolongación de СА se ubici D € B ù 
punto B si PB + АС = 10; además PB, B) 45° 
^ R b AC adoptan valores enteros y AB tomi а Se. Tuis do ES 
А) 18° ps ©) 15° mayor valor. Calcule mC р) 18° E 
page E куз” в) 45° с) 52" ICY AQ = QR calcular el valor de x. 
D) 60* E) 63°30" 4 E = a “у”, 
11. En el gráfico se muestran dos rectángulos ] 23. Si PQ = 25 y PM + МН = 20, calcular “x”, 
congruentes, indicar la proposición 15 Se tiene un triángulo АВС tal ij \ R 
correcta mZBCA = 10°; en la región ех 
relativa a AC se ubica el punto P tal 
Ар = BP = BC; mZBPA = 20°; calcilil 
ome vl Ор. 
mZCAP 1 p © 
A) 30° B) 40° C) 50 2 ©) 50° 
D) 45° E) 20° E) 35 
Ds p ^ 
EN, (0) sis = sy FO = 5; calcular Bc CP; calcular “x A) 30° B) 37° © 60° 
D) 53° h 
A E E) 45 
kn F 24. Dado un triángulo equilátero ABC; se 
B) AE<CD ix un punto P [23 interior tal que 
O AE=CD (РС)? = (РА)? + (PB)”; calcular mZAPB. 
D) No se puede determinar una relación К AS Y 
entre AE y CD А 
= А 8 B) 10 4 por сузо" А) 120° B) 90 C) 135° 
E) АЕ = 2(CD) pis ^ 1830 D) 150° E) 175 


122 123 


GEOMETRÍA 


Enla figura: BN = 18; AP = PD.CalcularAB. 29. En la región interior a un triángulo АНД 


B 


^) 16 B) 18 99 
D) 12 E) 92 


En la figura los triángulos cuyo, interior 
están sombreados, son congruentes. 
Calcular el valor de “Ө”, si AP = PC. 


IZ 


A) 30* В) 37/2 С) 53/2 
D) 45° E) 15° 


Si: AB = BM; AQ = QC y PC = 8; calcular la 
distancia de P hacia BA. 


B 

Z p 
al 

А MQ 


A)3 B)5 © 2 
D) 6 Е) 4 


se ubica el punto Р tal que: АР = ВОЙ 
mZBAP = mZBCP y mZBAP--mZPBC = 80, 
calcule la m4ABP 


A) 40° B) 160° C) 50° 
D) 100* E) 80* 


Se tiene un triángulo ABC en el cual 
traza la mediana ВО; si AC = 2(AB) | 
mZBAC = 37°; calcular la mZQBC. 


А) 37° В) 53° С) 45° 
р) 30* Е) 60° 


Se tiene un triángulo ABC obtuso en | 
en la región exterior relativa a AC 
ubica el punto P tal que AP = PC = BC 
mZPAC = 10°. Si mZBAC = 30"; calcul 
mZBCA. 


A) 50° 


A) 120* B) 150* C) 60° 
D) 90* E) 135" 


33. Calcular x si AB = CD 


C) 18°30 
E) 22°30' 


un triángulo ABC; en la región 
orrelativa a AC se ubican los puntos P y 
Icular el máximo valor entero de РО si; 


С) 17 
Е) 15 


fico el triángulo АВС es acutángulo; 

“МВ y AC = 2(HL): Calcular la suma 

or y el menor de los valores enteros 
jede tomar x 


GEOMETRÍA 


38. En un triángulo ABC, se traza la ceviana BN, 
mZ NBC = 90; m2 A = 2 m2 C, NC = 10, 
Calcular AB 


A 10 B)5 08 
0)7 E)6 


39. En un triángulo ABC equilátero se ubica un 
punto interior D, tal que: 


3 
Calcular mZ DBC 


A)15 B)45 C)30 
D)10 E)20 


40. Se tiene los triángulos equiláteros ABC y BPQ 
tal que PQ interseca a BC; P es un punto 
interior al triángulo ABC. Calcular la medida 
del mayor ángulo que forman AP y CQ 


A)60 B)90 С)75 
0) 120 Е) 135 


41. Еп un triángulo ABC; se ubica un punto 
interior "D" tal que DA = DC = BC; m4 DBC 
= m^ DAC + 60. Calcular m4 BAC 


A)15 B)45 037 
D)30 E)53 


42. Enlasiguiente figura AB = PC, halle x. 


En un triángulo ABC; mZB = 45°; en su 
interior se ubica el punto M tal que 
AM = MB = BC y mZMBC = 30°, Calcular 
mZMAC 


A) 10° B) 15° с) 20° А) 15° в) 20° B)110 C) 120 
D) 30* Е) 5° 0) 12° i E)140 


43. Se tiene un triángulo equilátero ABC, en la 
región exterior relativa a AC se ubica al 
punto J tal que BJ = BC y en BJ se ubica el 
punto М de modo que BN = JC y m2 ABJ = 
40; calcular mZ NCA. 


A)40 B)45 С) 50 
0) 10 E) 20 


44. Enelgráfico, АС = BD, calcule el valor de x. 


c 
А)12 В) 10 С) 15 
р) 12,5 Е) 22,5 


45. Еп un triángulo ABC, BD es una ceviana tal 
que AD = BCy también: 


mz BAD 4 ABD _ mZ DBC 
4 E 3 
Halle mz BDC 
A)110 B)90 C) 120 
D) 105 E)115 


46. En un triángulo ABC; se ubica un punto D en 
BC. Si AB = BC, AC = BD, mZ ABC = 20. 


Halle la mz BAD. 
А)10 B)12 С) 15 
0) 18 E)20 


47. Enlafigura; AB — BC; calcular el valor de "x" 


48. Si: AB = ВС; BP = 2; PC = 3; АР = 5 


20 + a = 180”. Calcular x. 


А) 37° В) 18,5° C) 26,5" 
р) 22,5° Е) 30° 


Si: BM = МС; АВ = 2DM, calcule el valor 
ч”. 


Я B 
A 
A 224] 
А)10 В)12 C)15 
D)18 E) 20 


En un triángulo rectángulo ABC, recto ei. 
la bisectriz exterior trazada del vértice | 
intersecan a la perpendicular relativa à 
hipotenusa trazada por el vértice "B" en 
punto “E”. Si dicho punto dista 3 de BC y 4 
AC, calcular BE. 


A3 в)4 o5 
D)6 Е)7 


LOS NÚMEROS POLIGONALES 


imslones "números triangulares" o "números cuadrados" no son meras metáforas sino que esos 

un коп, efectivamente, ante el espíritu y ante los ojos de los pitagóricos, triángulos y cuadrados. 

puntos formarán un triángulo, Si a estos tres puntos les añadimos otros tres seguimos teniendo 
lo, y lo mismo ocurre si a éste le añadimos cuatro puntos. 


I los números 1, 3, 6, 10, 15... son números triangulares. 


mucho más clara con los números 4, 9, 16, 25... podemos formar cuadrados. Junto al 1 
en los números cuadrados 
0 con esta visión geométrica, es inmediato descubrir los números pentagonales: 1, 5, 12, 22... 
igonales: 1, 6, 15,28..." 
los casos las series numéricas son sumas parciales de los primeros términos de progresiones 
ns cuyo primer término es siempre 1 y cuya diferencia es г. Siendo r el número de lados del 
jociado a la serie menos dos unidades, es decir, r = 1 para números triangulares, г = 2 рага 
illos, r = 3 para los pentagonales..." Lo que viene a demostrar, que sin ningún apoyo algebraico, y 
lo exclusivamente modelos geométricos, los pitagóricos dominaban los métodos para sumar 
(оез aritméticas simples del tipo ; y seguramente del tipo 
ón geométrica les permitió obtener los primeros resultados generales sobre propiedades de los 
naturales y poligonales. " 
evidentes, al fin y al cabo eso es lo que significa la palabra griega "teorema", lo que se 
| lo que se ve; aunque nada simples si los miramos con ojos exclusivamente aritméticos 


A dB Ө 


Triangular Cuadrangular Pentagonal Hexagonal 
15 25 35 35 


MATEMÁTICAS II GEOMETRÍA 


yono es convexo si toda recta que contiene a uno de sus lados deja al resto del polígono 
de ésta. 

DEFINICIÓN. 

Es la unión por sus extremos de tres o más segmentos coplanares tal que: 

> Cada extremo es el extremo de solo dos segmentos 

> Ningún par de segmentos se interseca excepto en un extremo. 


polígono es no convexo si alguna recta que contiene а uno de sus lados deja una parte 
mo a un lado de la recta y la otra parte del otro lado. 


> Ningún par de segmentos con el mismo extremo son colineales. € D 
A cada punto extremo se le denomina vértice del polígono y a cada uno de los segmentos que lo 
forman se le denomina lado. 
E 
En el gráfico se muestra a un polígono contenido en un plano P $ 
Interiordel Exterior del 
Polígono Polígono К t 


Polígono ABCDEF es convexo Polígono ABCDEFG es cóncavo 


"convexo" como se usa aquí, posee un significado distinto que el de conjunto 
9; de hecho un polígono convexo no es un conjunto convexo. 


Elementos: +» 


Además: M: Es un punto interior al polígono 
N: Es un punto exterior al polígono 


Notación: Polígono ABCDEF 


La unión de un polígono y su interior se denomina región poligonal 
La suma de las longitudes de los lados de un polígono es denominada “perímetro de la 


región poligonal” (2p) 
- Los ángulos que determinan cada par de lados consecutivos son los ángulos del polígono, 
en el gráfico anterior los ángulos serían: 4 A; Z B; .....; ZE y ZE 
- Al segmento cuyos extremos son dos vértices no consecutivos de un polígono se le deno 
mina diagonal; en el gráfico anterior las diagonales serian: AC ; BE ; .... 


MATEMÁTICAS II 
GEOMETRÍA 


\ de las medidas de los ángulos exteriores de un polígono convexo considerando uno por 
értice (S,) 


Medidas de los ángulos internos: ац, аз, оз а, уаз 


Medidas de los ángulos externos: е, €z €s, e y es 


Se cumple en cada vértice: 


ende del número de lados 


CTN RACIÓN 
| 


Algunos polígonos se nombran tomando en cuenta el número de lados o número de ángulos 
que tienen: 


A 


e, +i} =180° 


N’ de ángulos ó Nombre del 
N* de lados polígono €; +i, =180° 
3 ángulos Triángulo ез +1; =180° 
4 lados Cuadrilátero " orm 180* 
5 ángulos Pentágono 
6 ángulos Hexágono ' > Se +S; =180°п 
7 ángulos O > Se +180°(n -2) =180°п 
8 ángulos Octágono 5, + 180% - 360" = 180% 
9ángulos | Nonágono с АЛШ 
10 ángulos | Decágono o de diagonales de un polígono de "n" lados: 
11 los опо 
12 т е" Чйтїего de diagonales trazadas desde un vértice (Dam) 
15 ángulos Pentadecágono Là 
20 ángulos Icoságono Ey 


\ el polígono de n lados: 


PROPIEDADES DE LOS POLÍGONOS Г. Eu 
Diagonales trazadas ie AA, 
1) En todo polígono convexo de “n” lados. desde A, E ww 


2) Suma de las medidas de los ángulos de un polígono convexo de “п” lados: (S) 


2 
N 


А 


MATEMÁTICAS II GEOMETRÍA 


то total de diagonales medias (Dy) 


Número de diagonales medias trazadas desde “m” puntos medios consecutivos 


Número total de diagonales (D) 


DEMOSTRACIÓN 


Del resultado anterior: 
El número total de diagonales que partirán de los n vértices será: 


n(n-3) 


Pero en este proceso se contaria 2 veces cada diagonal, puesto que cada diagonal une 2 
vértices. 


ilátero 
по cuyos lados son de igual longitud. 
tono equilátero puede ser convexo o no convexo 


> Número de diagonales trazadas desde “m” vértices consecutivos (Dis) 
ET 


En algunos países, como el nuestro, al segmento que une los puntos medios de dos lados de un 
polígono se le denomina diagonal media. 


En el gráfico se muestra a un pentágono ABCDE y a una de sus diagonales medias (PQ) . olígono equilátero convexo Polígono equilátero no convexo 
c 


\їдопо cuyos ángulos son de igual medida. Un polígono equiángulo puede ser convexo o 
Паз medidas de los ángulos externos también son iguales. 


е muestra a un hexágono equiángulo (convexo) y a un octágono equiángulo (no 


En todo polígono de "n" lados, se verifica: 


+ Número de diagonales medias trazadas desde el punto medio de uno de sus lados. 


(Pus) 
[чь 7] 


Polígono equiángulo convexo. Polígono equiángulo no convexo. 


MATEMÁTICAS П 


GEOMETRÍA 


Polígono Regular EJERCICIOS DE APLICACION 7 


ilá ii la vez. Este ono tiene centro lo central. 
Es el polígono equilátero y equiángulo a la vez. Este políg y ángul EE ышы; 


Centro del polígono regular F (опо. 


Es un punto interior que equidista de los vértices 


Ángulo central 
Es el ángulo que se determina al unir el centro con dos vértices consecutivos 


Si "O" es el centro 


Өс: Medida del ángulo central. 
e : Medida del ángulo exterior 


Se verifica: 


“п”: # lados. 


Donde "n" es el nümero de lados. 


Para el hexágono mostrado anteriormente (n — 6); entonces: 


5 


Calcule la diferencia entre los números de 
diagonales medias de los siguientes 
polígonos. 


Calcule el número de diagonales trazadas 
desde 3 vértices consecutivos del siguien- 
te polígono. 


A c 


Calcule el número de diagonales medias 
trazadas desde 5 puntos medios consecu- 
tivos del siguiente polígono. 


Halle el número total de diagonales 
medias del siguiente polígono; si se sabe 
que desde el vértice A se puede trazar 23 
diagonales. 


MATEMÁTICAS II GEOMETRÍA 


Se pide el número de diagonales: "D" 


Resolución: 


Se sabe: D- (2-3) (D © 


En el vértice “A: е + Зе = 180° 
е = 45° 


Como el polígono es equiángulo: B 


"n"lados 


“р” diagonal 


Reemplazando en "I" A 
8 
D- 2 (8-3)- E 


_ 360° 
| Se sabe: 0. SEE. Y [gie 190" -e 
| Se pide el námero йе ¡ales “D” 
Pero: D=-(n-3) .........(1) 


Resolución: El gráfico muestra al polígono al inicio y al final A partir del enunciado: (Өс)? = 9a 
Al inicio: Al final: 
Reemplazando: е? = 9(180°-е) 


e + 9e - 1620 = 0 


“Әп lados 
“D diagonales , 


Юго, > e=-45 (absurdo) 


> e=36 


Se sabe: D, -$0-9 D, AS 


Como el número de diagonales aumenta en 234: 
D - D, -234 


mU OE 
208-3) ¿A -3)-234 Ahora reemplazando en (1) 


10 
= —(10-3) = 
ru 3)-35 


MATEMÁTICAS II GEOMETRÍA 


Se pide “a,” 
Resolución: 
Del enunciado: 4-02 = 20° 
1! Entonces: e;— e, = 20° 
|| 
| Reemplazando: maya 2 


m-3n-54- 0 


de > n-9 
n 6 > n=-6 (absurdo) 


| 
| i 


Se pide el mínimo valor de "n" Luego: S ea 

z Ө > 90°...... [0] 
| ра а s Como: а +е = 180° 
| Sea “е” la medida del ángulo exterior, entonces: eem 


Il mZinterior = 180* — e 
| 360° 


| Ahora en el 4 BLDC: 


\! 180°-е = 2е + 0 
Ө = 180°-3Зе....... (III) 
Reemplazando (Ш) en (1) 
| 180°- Зе > 90° > 30° > € ......(1V) 
| Reemplazando (Ш) еп (IV) 


305 360° „п> 12 
п 


л Dan = 13 


_ Se pide: mZPDE = x 
Datos: ABCDE: Polígono regular 

PD = РЕ y mZPAB = 42° 
Como ABCDE: pentágono regular 

ga e =72* y mZInterior = 108° 
El AAED es isósceles (AE = ED) 

mZADE = mZDAE = 36° 
Además: m.ZPAD = 30° 
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MATEMÁTICAS II 
GEOMETRÍA 


Ahora en el AAED se traza EH 1 AD En el polígono QCDEF (*5" lados) 
AH = HD =b y mz АЕН = 54° Suae = 90 - 90° = 180° (5-2) (Propiedad) 
Luego trazamos DQ 1 АР' NOD 
DQ = b (AAQD es notable de 30° y 60°) 930". 
Ahora se observa que : APQD = АЕНА Ahora en "B" e+ 20 -180* 
РО = HE y mZPDQ = 36° 140° 
Finalmente еп “Р”: mZQDE =x+ 36“ = 60°+ 36% e= 40° = 360° 


х = 60° 


X 
ABC...: Polígono regular (lados congruentes y ángulos congruentes) 


| Se pide el número de lados “п” 
En “В”: e (4 exterior) 
| En el APQB: mZABC=0+0=20 (2 exterior de triángulo) 
mZinterior del polígono = 20 
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MATEMÁTICAS II 


Se pide el námero de diagonales “Р” 
Se sabe: 


Se observa que AABC es isósceles (AB = BC) 
mZBAC = mZBCA = 0 y e= 20 
En "C" se observa que: 


т21пі. del polígono = 120° + Ө 


Ahora se sabe que: 
mZint + mZext = 180° 
DOES E 2—7 


120° +0 + 20 = 180° 
8 = 120° 


“m"lados 


360" 
e = 22— 


m 
“D,” diagonalon 


е-е, = 96 
Como tenemos una sola ecuación con dos variables (no hay otra relación 
ellas) entonces analicemos a partir del dato: 


GEOMETRÍA 
e 796^ «e, 


e, >96° 

d 

360° _ ose . 360° 

mee sa 
a 
3,75>n 


Enel gráfico se muestra a dos polígonos con sus respectivos ángulos centrales 


“n” lados 


“m”lados 
“D,” diagonales 


“D,” diagonales 


Del enunciado del problema se pueden distinguir dos datos los cuales lo 
usaremos en el siguiente orden: 


Dato “2”: 


MATEMÁTICAS И 


> m=4k 1 n=5k 


Dato “1”: a c DP, =26 
—— — 
Sk(Sk-3)_ 4k(4k-3) _ 36 
2 2 
Operando: зю - к - 24 = 0 


8/3 (absurdo) 


“> 8 > 
k -3 > k=3 


n=5(3)=15 ^mc-4(3)-12 
Ahora: e owe ^ 0,7156 
360° 


30 л а, =150° 


e > 
>м 0,705,76 

Resolución: Piden: 2p-5.n 
Donde: n: # lados 


Se sabe que el número de diagonales trazadas desde "m" vértices consoil 


se calcula: 
_(m+D(m+2) 


Din) «nm > 


Para el problema: Dy =29 ^ m-4 


29-49 - HDD 


п=11 
2p=5(11) =55 
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GEOMETRÍA 


En el gráfico se muestra a un hexágono con sus & f 
aritmética. i ingulos en progresión 


Piden: 


Se sabe: 


5ш дмег, 7 180°(п - 2) 
$ 


TE, 


6a. 15r = 720° 


LA 


A Lr 
ога recuerde que la medida de un ángulo está comprendida entre: 0° y 180°. 


-- ntonces: 


M Reemplazando (I) en (ID: 


240°- Sr 
2 


а + 5r < 180° ......(II) 


*5r <180° 


Operando: 


MATEMÁTICAS II А 
» GEOMETRÍA 


Sean los polígonos I y П de “m” у "n" lados respectivamente (m > n). 


Se pide: “Nom, Noa” 
d p, 798 л (m -= n) es lo mayor posible. 
Del dato: Np, - Np, «98 
m(m-3) n(n-3) 
2 2 m 
mZBQD =x Operando: (n + m -3)(m - n) -196 
AB=CD=n Descomponemos | 196 | 
BC-DE- m k 196 en 2 factores, 98 
tomando en 49 4 
a+ B+ 0 = 360° cuenta que: El mayor de todos los 
ralores que puede 
n*m-3»m-n 28 м que ри 
En la prolongación де DỌ se ubica el punto P tal que: РО = QD. m tomar m -nes7. 
Entonces: APQA = ADQE (caso L-A- L) Se sabe que; en todo polígono: 
Nom = № +N, 
Por ser congruentes: DM D + Милро$ 
AP=DE=m 


mZPAQ = mÆ = ð 
“Luego еп “А” usando el dato se deduce: 
mePAB = f 
Ahora trazamos BP y BD; se observa que: 
APAB = ABCD (casoL-A-L) 
Por ser congruentes: BP = BD = b 


Finalmente en el triángulo isósceles PBD, ВО es mediana relativa a la | 


occu шыт, Graficamos un polígono, de “п” lados e indicamos las medidas de sus ángulos 
los cuáles por estar en Progresión aritmética presentan la siguiente 


característica: 
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MATEMÁTICAS II GEOMETRÍA 


“п” lados 


Piden: 


| 
| Piden: rd=x (Xma €Z) D=x+y+z+w 


: Razón de la progresión aritmética 
i ES "racemos MN para que x, y, 2 у w sean las medidas de algunos ángulos de un 


nn-1) polígono de 6 lados; entonces: 


| а: Número de diagonales medias (1-20) 


Según el gráfico y por propiedad se sabe: 


Smomer = ла +(1 +2+3.... + (n - D)r =180(n - 2) 


no. CDM - 180-2) 
Т - 


па + x =180(п-2) ....(D 


Ahora recuerde que la medida de un ángulo está comprendida entre 0" y M 


entonces: 
ian m Smzint, = 180(6-2) 2 yc BF x cy cz w 
720-14 B x - ye zw... (I) 


Multiplicando a ambos miembros el valor: n 


an+n(n—1)r < 180n ...... ш) 
2x 


~ Ahora prolonguemos AB y DC hasta que se corten en T y se deduce: 
*  mZT-50^ (ABTC:a+0=130") 
+ y+P=130" (AMTN)...(ID 


Pero de (D: 


180n = na + х + 360 .......(III) Finalmente (II) en (I): 


Reemplazando (Ш) en (ID: x+y+z+w=590° 


an + 2х < па + х + 360 : 
= 7 (mZ ВСА); calcular el 


0:953! 


х < 360 


am fiS 
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MATEMÁTICAS li 


|. — — MM GEOMETRÍA 
Resolución: Luego de graficar e indicar los datos correspondientes se observará que: Dato: 
*  AABCZABCD (L-A-L) 

* — AABC:isósceles > e=20 


D, = 5КР, 
MG) ма) 
nk(nk-1) Skn(n-1) 
2 2 
nk-1-5n-8 ә к=5-® 
n 
Como k e Z entonces te Z siendo п >3 (n :# lados); luego se deduce: 
n-4 


4 
Ahora : Dy) - Fig -1) 


Dela congruencia: т CBD = 0. 


Аһогаеп В: 70 + Ө + е = 180 > 0 = 18 
ZU o 


Grafiquemos un polígono de "n" lados cuyos ángulos estén en progresión 
aritmética, siendo la menor medida 135. 


Pero: 


Entonces: n — 10. 
Piden el número de diagonales medias: 


Du =2900-1) 


Dy 745 


Piden: n 
Dato:r-3 
Ahora por propiedad se sabe: 

« SmZ int. = 180*(n-2)...(1) 


1" vért. n? vért. 


Resolución: A continuación se muestran los casos de acuerdo al enunciado. , 
Perosegünelgráfico: — 5,2, =1350+1(142+3+..+(n-1D))....(11) 
SPP BAD 
(алуп 
n: # lados тү: # lados Ex 
Dy: Diagonales Dy: Diagonalak = lgualando (I) y (ID: 180(n -2)-135n4 EG Aji 


medias. medias, 
Operando: n? -31n «240-0 
n 


-15 +n=15 
a as затв 


MATEMÁTICAS II 


Ahora verifiquemos en el mayor de los ángulos: 
Si n=15 > т/ = 135 + (15-1)3- 177 
Si: n2 16 > mZ = 135 + (16- 1)3 = 180 


"vértices y ángulos interiores es 36, 
su número de diagonales. 


Entonces: "n" solo puede adoptar el valor de 15 


B)20 С) 54 


a PODA w ciet СААЯ 
PROBLEMA 20 Еп un torneo de E) 44 


"x" si los polígonos mostrados son 
los. 


Sea “п” el # de jugadores del torneo. 
* Enla primera parte jugaron todos contra todos; entonces cada jugador ji 
hacerel papel del punto medio del lado de un polígono. 


Resolución: 


B) 112° С) 118° 
E) 132° 


polígono se cumple que la suma 
medidas de los ángulos interiores es 
druplo de la suma de medidas de los 


Elnúmero de partidos jugados será igual al número de diagonales medias. B) Hexágono 


E) Dodecágono 


* Enlasegunda parte jugaron solo 10 participantes, entonces: 


o regular ABCDE.... 

le AB y CD forman un ángulo 
Calcular el número de diagonales 
pueden trazar desde 5 vértices 
cutivos. 


# partidos = 1?ао-1) =45 


Luego el nümero total de partidos ез: 


B(n-1)*45-345 
2 B) 18 0) 25 


n(n- 1) - 600 
n=25 


— den 
|, Si la mZACE = 140°, calcular el nú- 
de diagonales. 


B) 156 


GEOMETRÍA 


En un polígono equiángulo, la medida de 
su ángulo interior es el triple de la medida 
de su ángulo exterior. Calcular su número 
de diagonales. 


А) 10 В) 15 €) 20 
D) 27 E) 35 


Si el ángulo interior у el ángulo exterior de 
un polígono equiángulo miden *x" y "px" 
respectivamente, écuántos valores enteros 
puede tomar p? 


А)1 B)2 03 
D)4 E)8 


¿En qué polígono equiángulo se cumple 
que la suma de las medidas de tres ángulos 
internos es-"K" veces la medida de su 
ángulo externo, siendo k mínimo? 


A) Triángulo 
B) Cuadrilátero 
C) Pentágono 
D) Hexágono 
E) Heptágono 


Si ABCDE ........ es un polígono equiángulo, 
calcular la medida de su ángulo exterior. 


c 
749) 


QA d 


10. En ип polígono regular al disminuiren 6el — 14. 
nümero de sus lados, la medida de un 
ángulo externo aumenta en 80. ¿Cuántos 
lados tiene dicho polígono? 


€)10 
E)9 


| А)7 
| р)5 


B)6 


11. En un polígono equiángulo ABC ....; las 5, 
prolongaciones de AB y DC se cortan en 
Q. Si la medida del ángulo Q es a la 
medida del ángulo interior como 3 es 
a 4, calcular el número de lados de dicho 
polígono. 
B) 10 09 
E) 16 


A)8 
D)12 


12. Indicar el valor de verdad en las siguientes 76, 
proposiciones: 
() El número de diagonales del dodecá- 
gono excede en 19 al número de 
diagonales del decágono 
El menor número de diagonales de un 
polígono no convexo es 2 
El número de diagonales del polígono 
cuyo número de lados es igual а la уу, 
diferencia entre el número de 
diagonales del decágono y el 
pentágono es 405 


( ) Todo polígono tiene diagonales 


O 


O 


C) VFVF 
E) УУУУ 


A) VVFF 
D) FVVV 


B) VVVF 


13. Calcule la medida del ángulo central de un 
polígono regular; si la diferencia entre el 
número de diagonales y el número de 18. 
ángulos rectos a que equivale la suma de 
los ángulos internos es 8 


C) 30* 
E) 60° 


A) 40° 
р) 36° 


B)45* 


ESPERE A al lc tmo 154 eene etm 


MATEMÁTICAS II 


IDEFGH es un octógono regular. 


equiángulo al cual se le aumen c D 
un lado y su ángulo interior aumenta 
12. 
E 
A)6 B2 03 
D)5 E)7 Р 
Se tiene un hexágono regular АВО) Bü A 
de centro O; M y N son puntos mi 
de ED y OM respectivamente; «l| бе ы Bata 
rolongación de BC se ubica el pu ^ 
e ; E) 457/2 


P tal que mZPNM = 90. Si AB « 


calcular PN. 


€) 2/1 
E) 3/6 


А4 
D) 2/5 


B)5 


Desde cinco vértices consecutivos de: 
polígono se puede trazar 79 diagonil 
calcular el número total de diagonales 


А) 119 
D) 189 


B) 152 С) 170 


E) 405 


En un polígono convexo las medidas de 
ángulos externos están en progi 
aritmética de razón 2 y el menor dv 
ángulos externos mide 10, calcular 
número de diagonales medias de 
polígono. 


B) 30* C) 40° 


E) 25* 


Blues de diagonales del 
о regular ABCDEFGH ...... 


C) 66 
E) 81 


А) 54 
D) 105 


B) 60 


Se tiene un polígono regular АВС 
se traza la bisectriz BJ del ángil 
(J e FG); en BJ se ubica el punto 
que FK — AB; calcular mZKFE. 


С) 60° 
E) 80" 


A) 30° 
D)75* 


B)45* 


D I  crourr d 


22. Se tiene un hexágono regular ABCDEF 


23. 


25. 


cuyo lado mide 3 y AC ^ ВЕ = (М); 
calcular MD. 


А6 B) v5 © 2/5 
р) 46 E) V21 


La medida del ángulo exterior де un 
polígono equiángulo es un número 


cuadrado perfecto ¿Cuántos polígonos 
cumplen esta condición? 

A5 B)2 03 

D)4 E)6 


ABCDE.. es un poligono regular cuyo 
ángulo interno mide cuatro veces la 
medida del ángulo formado por las 
mediatrices de los lados AB y CD. 
Calcular él número de diagonales del 
poligoño. 


A) 135 
D) 150 


B) 120 С) 90 


E) 170 


Se tiene un octágono equiángulo 
ABCDEFGH en el cual AB = 1, ВС = 3/2, 


CD = 4 y DE = 4/2. Calcular la 
mZACE. 

A) 100,5* B) 90,3* C) 106* 

D) 46, 5° E) 106,5° 


En un icoságono regular ABCDEF ......., las 
prolongaciones de AB y ED se insertan en 
el punto “P”. Calcular la m2 BPD. 


A) 100° 
D) 120° 


B) 110° С) 116° 


Е) 126° 


voor douce o coc 155 permet m ms moria sage 


27. En un polígono regular ABCDEF... de “n” 31. 


lados; mZACE = 135”. Calcular el número 
de diagonales que se pueden trazar a partir 
de 4 vértices consecutivos. 


A) 49 
D)52 


B) 104 C) 98 


E) 39 


28. En un hexágono equiángulo ABCDEF se 
trazan las bisectrices de los ángulos BCD, 


DEF y ВАБ las cuales se intersectan dos a 3; 


dos. Si: CD = EB =a, calcular el perímetro 


de la región determinada por dichas 


bisectrices. 
А) 12a B) 6a C) 8a 
D) 9a E) 15a 


29. En un polígono regular ABCDEFG.. las зз 


prolongaciones de BC y FE se intersecan en 
P , tal que la mZCPE = 90°, calcular el 
número de lados del polígono. 


A) 10 
D) 16 


B)12 С) 14 


E) 18 


30. Si ABCDE... es un polígono equiángulo, 
calcular la suma de las medidas de sus 
ángulos internos. 


A) 1 800° 
D) 2 160° 


B) 2 140° 


С) 1080° 
Е) 1 620° 


Е заа A 


Su MATEMÁTICAS II 


Las medidas de los ángulos internos 
dos polígonos regulares difieren en 
las medidas de los ángulos exte 
suman 100. Calcular el número 
diagonales del polígono de mayor nuni 
de lados. 


gono, regular la suma de las 
e los ángulos internos excede a 
de medidas de ángulos externos 
ог cada vértice) en “К” veces un 
i тесто; si “К” es el número de veces 
"encuentra contenido 180 en la 
le medida de ángulos internos; 


A) 44 В)5 C) 20 ir el número de diagonales de dicho 
D) 27 E) 54 ho. 
Al multiplicar por “К” al número de 14 B)9 914 
de un polígono convexo su nún E) 20 
diagonales queda multiplicado por 
calcular el número de diagonales medida del ángulo exterior de un 
polígono obtenido. (k e Z) 0 regular se le disminuye 60°, el 
ido es numéricamente igual al 
A5 B)20 С) 27 9 de diagonales aumentado en 7; 
^D) 44 E) 90 su número de lados. 
h а. 


d B)4 С)5 


Si el ángulo B es obtuso; АМ n7 


CQ = CP; calcular el máximo valor а 


dex j 
lígono ABCDE, AE = ED = 5, 


B © = mZBCD = mZAED = 90° y 
calcular la medida del ángulo que 
5 iinan BC y ED. 
M, Q i 4 
AN WES 
2% XJ р E) 45° 
N P 3 
ч 
polígono convexo ABCDEF.. se 
A) 112 В) 91 ©) 170 la: diagonal АЕ formándose dos 
D) 134 E) 149 | polígonos; si la diferencia entre los 


os de diagonales de estos dos nuevos 

hos es 15; calcular la suma de las 

lu de los ángulos interiores del 
| ABCDE... 


Dado el polígono regular ABCDKIU 
*n" lados tal que ZACE es obtuso; cill 
el menor número de diagonales que |y 
tener el polígono. 


B)1620* C) 1980* 


A)12 E) 1 500° 


D)20 


B)5 
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42. Desde (n - 5) lados consecutivos 


JU GEOMETRÍA 


39. Calcular el número de diagonales de un 


polígono cuyo número de diagonales es 
cuádruplo de su número de lados. 


А)27 
0) 54 


В) 44 €)35 


E)20 


Dado un hexágono regular de perímetro 


1248; calcular el perímetro del polígono que 
tiene como vértices los puntos de inter- 
sección que resulta de trazar las diagonales 
menores de dicho hexágono. 


A)6 B) 6/3 


D) 12/3 


С) 12 
E) 18 


Calcular el пітего de diagonales y la suma 
de las medidas de los ángulos del polígono 
regular ABCDEFGH... 


A)35y1440 В) 54 y 1800 
C)119y2700 
D)54y 1440 E) 35y 2700 


de un 
polígono de "n" lados se trazan (6n + 
5)diagonales medias; calcular el número de 


diagonales de dicho polígono. 
A)90 B)77 ©) 104 
D) 65 E) 119 


MATEMÁTICAS II 


4$. Еп un polígono convexo las medidas de sus 47. Еп un polígono la diferencia entre las si 
ángulos externos están en progresión aritmé de las medidas de los ángulos interiores 

tica de razón 2 y el menor de sus ángulos de los ángulos exteriores es 720. Calcula 
externos mide 29; calcular el número de diferencia entre el nümero total 
diagonales medias de dicho polígono. diagonales medias y el número total 
diagonales de dicho polígono. 


A)54 B) 60 C)66 

D)20 E)81 А)7 B)8 ©)9 
44. En un polígono regular ABCDEFG... las 
diagonales АС y CE son perpendiculares. 48. Еп un campeonato de ajedrez participi 
Calcular el número de diagonales que se “A' ajedrecistas, si se sabe que (A —4) aj 
puede trazar como máximo desde 4 vértices cistas jugaron 5A partidas; calculat 
no consecutivos. número total de partidas jugadas duran 


А)12 B)13 C)14 
D)15 E)16 A)54 B)63 C)66 
D)57 E)60 


45. En un polígono regular la suma de las 
medidas de los ángulos internos excede ala 49, En que polígono convexo se cumple (| 
suma de medidas de ángulos externos (uno cuadrado de su número de vértices es Igi 
por cada vértice) en "K" veces un ángulo la suma entre su número de diagoli 
recto; si “К” es el número de veces que se número de diagonales medias y seis vé 
encuentra contenido 180 en la suma de las máximo número de ángulos intel 
medidas de los ángulos internos; calcular el agudos que puede tener. 
número de diagonales de dicho polígono. 


A) Hexágono B) Pentágono 
А9 В)5 С)14 С) Nonágono 
р) 20 E)27 D) Decágono E) Octágono 


46. Calcular la suma de los números de ladosde 50. La suma de las medidas de los ii| 
dos polígonos convexos, sabiendo que la internos de dos polígonos se diferent! 
suma de las medidas de sus ángulos 360 y las medidas de sus ángulos cen 
interiores difieren en 540 y el número de se diferencian en 6. Calcular la suma 


diagonales de uno de ellos es 5 veces el número de lados. 
número de lados del otro. 

A)12 B)22 
А)29 B)17 С) 33 р) 42 
р) 35 Е) 38 


ii Ra m Eo eT A А 


LOS CUADRADOS MÁGICOS 


dice que en el 2200 a.n.e el emperador chino Shu vio el cuadrado mágico de 3x3 en el 
Il de una tortuga en el río Lo. Lamentablemente, en nuestros tiempos las fábricas de tortugas 
estampados tan bonitos. 


Mente, el primer texto en que se muestra un cuadrado mágico, es un manuscrito árabe del 
ЇЇ cuadrado mostrado es de 3x3, y el autor se lo atribuye à Apolonio de Tiana, que vivió en el 
[tuadrado de 3 aparece nuevamente en un trabajo del matémático judío Ibn Esra, del Siglo XII. 


Il que los cuadrados mágicos fueron introducidos en Europa por el gramático bizantino 

los, en el Siglo ХІМ Se ha encontrado un manuscrito suyo en el que da varios cuadrados de 
le lado impar, dando un procedimiento general para construirlos, por un lado, mientras que 
емга un cuadrado de 6x6 sin aportar el método por el cual lo obtuvo. 


(De quadratis magicis" (1776) y en "Recherches sur une nouvelle espece des carrés magiques 

осира de los cuadrados llamados eulerianos y propone el famoso problema de los n2 
Intenta demostrar su imposibilidad para n=6, lo que fue comprobado en 1900 por Tarry 
n método bastante brutal: la enumeración exahustiva. 


de Euler de que la solución era imposible para n>6 fue destruida en 1959. 

ІХ, importantes avances fueron obtenidos por Lucas, Tarry, y Rouse Ball. Finalmente, en el 
intención de los matemáticos que se ocuparon del tema, se centró en la estructura y la 
бп delos cuadrados, obteniéndose prodigiosos resultados. 


Grabado del libro de Agrippa: 
Tabula Saturni 


MATEMÁTICAS И о R aE GEOMETRÍA 


indriláteros convexos se clasifican teniendo en cuenta el paralelismo de sus lados opuestos: 


Es el polígono de cuatro lados; los cuadriláteros puede ser convexos o no convexos (cónci 


cuadriláte lad tos . 
En el gráfico se muestra a dichos cuadriláteros: рае оаа gn pu TON 


c 
ABCD: convexo ABCD: no convexo o cóncavo 


A D 
MATO y BOW AD 


Diagonales: AC y BD. Diagonales: AC y BD 


Por su importancia estudiaremos al cuadrilátero convexo.” à 
ide Simétrico. Es aquel trapezoide donde una de las diagonales es parte de la 
scii tri; de la otra. A los trapezoides que no presentan dicha caracteristica se les denomina 
BD Mediatriz de AC 
ABCD : Trapezoide simétrico 


En todo cuadrilátero convexo, la suma de las medidas de los ángulos internos es 360° 


Por propiedad de la Mediatriz 


a ШЫ 


Además 
BD : bisectriz ZABC 
DB : bisectriz ZADC 


| | A D 


| а+р+ө+& i 


Teorema 2 


En todo cuadrilátero convexo, la suma de medidas de los ángulos externos considerando 
por cada vértice es 360° Wadrilátero que tiene un par de lados paralelos; los otros dos no son paralelas. 


Bon los lados paralelos 


„ Son los lados no paralelos 


media o Mediana. Es el segmento cuyos extremos son los puntos medios de los laterales. 


la perpendicular trazada a partir de un punto de una base hacia la recta que 
contiene a la otra base. 


са 'EMÁTICA VAL нє 7 
T MATEMÁTICAS II рс : GEOMETRÍA 


з ADOBN=(p) 
= ACNB=ADNP(A—L-A) 
=> BC=PD=b A BN=NP=/ 


= MN es base media del A ABP 


a+b 


= MN//AP л MN= 


Si BC // AD y ABX% CD 


Entonces: 
| MN // BC // АР] ^ 
Además: 
Bases : BCyAD 
Laterales : AByCD 2 
а media : a o todo trapecio, si por el punto medio de un lateral se traza una recta paralela a las bases 
tura i E. " 
dicha recta interseca al otro lateral en su punto medio, 


Teorema 1 Si: AP=PB y PQ // BC // AD 


En todo trapecio la base media es paralela a las bases y su longitud es igual a la sem! 


de longitudes de las bases. 
MN : base media del trapecio 


Se cumple: 


ES 


1 
| 


ту 
ү Si: AP - PB y AD // PQ // BC 


Entonces: 


DEMOSTRACIÓN: 


17777: E MATEMÁTICAS II e Y GEOMETRÍA 
Teorema 3 BEES 
En todo trapecio el segmento cuyos extremos son los puntos medios de sus diagonales " é Seite AMS Мил 


paralelo a las bases y su longitud es igual a la semidiferencia de longitudes de las bases. MN // BC // AD 


B Entonces: 
m BN - ND 
e Además: 
[жо N 4 ipt. 
А D 
Si: ABCD es un trapecio y АР = PC; BQ = QD. 3 с ЕТ Бизе. 
Entonces: Entonces: 
NEM 
Además: fi Además: а 
мм === 
р А z 
DEMOSTRACIÓN: ‚ DE TRAPECIO. д 
0 trapecios se clasifican, teniendo en cuenta la comparación de longitudes de los 


les, en: 
aleno . Es el trapecio cuyos laterales tienen longitudes diferentes 


B c 


^ D 


BPNAD=(E) т 
00 es un trapecio de bases BC y AD y AB +CD 


=> AAPEZACPB(A-L-A) 


= BP-PE-/ л BC=EA=b>ED=a-b 


= PQ es base media del AEBD Ángulos internos cuyos vértices son extremos de una base tienen medidas diferentes. 


diagonales tienen longitudes diferentes 


PQ//BC//AD ^ PQ= ADE 


164 


£ MATEMÁTICAS Il ROD ме " GEOMETRÍA 


Б nora 3 


Trapecio rectángulo. Es el trapecio escaleno en el que un lateral es perpendicular a las basi idrilátero que tiene sus pares de lados opuestos paralelos. 


B, с Es la perpendicular trazada a partir de un punto de un lado hacia la recta que contiene 


фо opuesto. 


| mZA = mZB = 90° 
АВ # СР 


Entonces: 


a relativa a AD 
tura relativa a CD 


Si: ABCD: Trapecio de bases BC y AD y AB=CD по necesariamente son congruentes. 


Entonces: 


n | todo paralelogramo los lados opuestos tienen longitudes iguales. 


Además 
- Los ángulos internos cuyos vértices son extremos de una misma base tienen medidas ly 


in todo paralelogramo los ángulos opuestos tienen igual medida. 


b ————JÀc 


- Los triángulos formados por las diagonales y las bases son isósceles pudiendo ser equilil 


en algunos casos. 
mza] Гот 
Касса с Ыы. A PA 


MATEMÁTICAS Il 


GEOMETRÍA 
Se cumple: DE PARALELOGRAMO 

05 se clasifican teniendo en cuenta las medidas de sus elementos (lados y ángulos) 
| Es el paralelogramo cuyos lados consecutivos tienen longitudes diferentes y sus ángulos 
| 

didas diferentes de 90° 
| 
Teorema 3 


| En todo paralelogramo las diagonales se bisecan mutuamente. 


ABCD: Paralelogramo 


d. [mozo] [зо-оо| 


Teorema 4 


| La suma de las distancias de dos vértices opuestos hacia una recta exterior es igual a la sumi 


| las distancias de los otros dos vértices opuestos hacia dicha recta. 
B с 


0. Es el paralelogramo cuyos lados son de igual longitud y sus ángulos tienen medidas 
Ites de 90° 


ABCD: Paralelogramo 


| Entonces: 


MATEMÁTICAS II 


GEOMETRÍA 


Si: AB = ВС = CD = AD y mZA + 90° 
| " rado. Es el paralelogramo cuyos lados son de igual longitud y sus ángulos tienen medidas 


‚а 90°. 


| Entonces: 


| Además: 
| - Las diagonales de un rombo tienen longitudes diferentes 


| Las diagonales de un rombo son perpendiculares 
| Vm 


D 


| 
| — Las diagonales de un rombo son “bisectrices” de los ángulos del rombo. AB =BC=CD=DA y mzA = 9* 
| 


= Las alturas del rombo son congruentes. 


Rectángulo. Es el paralelogramo cuyos ángulos miden 90" y sus lados consecutivos ili 


longitudes diferentes. 


Las diagonales de un cuadrado son perpendiculares. 


lagonales de un cuadrado son “bisectrices” de sus ángulos. 


j Si: mZA = mzB = mZC = т/р = 90° y AD = AB 


Entonces: -—- Г 


| АВС D: 1 Rectán pl 
а, 


| Además: 


— Los diagonales de un rectángulo son de igual longitud. 


| | — Las diagonales de un rectángulo forman con los lados de él, cuatro triángulos isósceli 


A 170 o ЖЕШ 
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EJERCICIOS DE APLICACIÓN 


La figura muestra un trapezoide simétrico 5. Еп el paralelogramo ABCD, calcule cl 


pO оре аа 


ABCD. Calcule el valor de x + y. valor dea. RD is Calcular MD. 
D c TR аб. 
2a 
A D 
Т Y Ж >y abir a2. 
Rpta.: .. har ^ у 
D" DÀ MAA as TD vd 


En el gráfico ABCD es un trapecio y MN es 6. Calculeel perímetro del rombo ABCD. 
su base media. Calcule el valor de x. 


Se pide: MD=x 


7. En el cuadrilongo ABCD, calcule BC ali 


Enel trapecio ABCD (BC // AD), calcule el AB- 412 
valor de x si PQ es el segmento que une los 


puntos medios de las diagonales. [><] 
Rpta. 


8. Calcule el perímetro del cuadrado AHCI 
si AP = 2/3 


Dato: ВЕ + CF = 10 
Se observa que BCFE es un trapecio (BE // CF) 


Sea МО la mediana del trapecio BCFE: 


í во = ос; om ВЕС y mso = 53 


Ahora AQCM es notable de 37° y 53°: 
QC=BQ=3yCM=4 


Como ABCD es un cuadrado: 
4+x=6 


Enel gráfico AM = BM; calcule MN. 
A: 


x-2 


1a longitud del segmento que unos puntos medios de las diagonales, 


| 0 MATEMÁTICAS II 228077772277] 
Resolución: Se prolonga AP hasta cortar a BC en Q 


AABQ es isósceles (BP: bisectriz y altura) 
ВО = 6; AP =PQyQC=4 


Ahora en el trapecio AQCD se traza la mediana PT 


mZPTC = 20 


Se pide: MN =х (AN = NC y BM = MD) 

bse: isóscel 
Dato: AC=16 > AN=NC=8 e id 
Se sabe que: MN // base 


mZNMB = m4CBD = mZADB = а 


En el AABC trazamos BN (mediana relativa а la hipotenusa) 
BN - ^2 =В y mZNBM = а (ANBC isósceles) 


Finalmente el ANBM es isósceles. 


2 х=8 


Se pide: CQ=x 
Dato: b-c=10 
Se pide: PC-x 
e Е de 2 Como ABCD es un paralelogramo: 
| Dato: ABCD es un romboide, AB = 6 y BC = 10 CD-b—CP-b-c-10 
Como ABCD es un paralelogramo 


CD =6; AD = 10 y mZD = mZABC = 20 Como AM = MD y AB // CD ; prolongamos BM y CD hasta “N” 


174 175 


MATEMÁTICAS II 


GEOMETRÍA 


Ahora: ЛАМВ = ADMN (A- L— А) 
| MN = BM 


Luego el APMN es isósceles (MP = MN) 
mZMNP = mZMPN = 45° 


Finalmente el АРСО es notable de 45° 
л x= 542 


Resolución: 


Se pide: AQ=x 
Datos: ABCD: Rombo; АР = 15; РС= 5 = ср 
Ѕе рійе: mZBCE = х y AQ 
| Del dato sea АЕ = b; BE =2Ь 6 ps cen Au PS neg en cM 
Como ABCD es un paralelogramo: D Se traza BD ; se sabe que en el rombo: 
AD=BC y AD//BC b BO = OD; AO = OC = 10 y AC 1 BD 


Se traza ВН 1 ЕС (Н en EC) 


Como los triángulos AQB y ABD son isósceles: 


mZQ = mZABQ = 0 y mZABD = mZADB = а 
| Se observa que: AAED = ABHC (A — L — A) 


ВН = AE-b Ahora еп el cuadrilátero AQBD: 
Ahisra el AEBH es notae ИЙЕ y 6 20 + 2a + 90° = 360° ^ a + 0 = 135° 
| mZEBH = 60° Я Luego ABOP es notable de 45° у 45° 
Por ángulos conjugados internos (AD // BC) Boum 
.90* -x + 60°+ 90* -x = 1805 Finalmente el AAOB es “notable” de 53/2 (АО = 2(BO) = 10) 
| 60° = 2x 
з x=30* ata, 
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т? X MATEMÁTICAS II D y GEOMETRÍA 


ABCQ: paralelogramo 
CQ = 5; AQ = 3y mZQ = 30 


Luego en el AQCD se deduce que: 
Resolución: e Заре" 
Сото: mZQCD = 2mZD = 20 i 


Se traza QP tal que: mZPQD = 0, entonces: 
mZQPC = 20 y РО = QP- QC - 5 


Ahora en el AQPD trazamos РН L QD : 
AQPH es notable de 37° y 53° 


Se pide: mZBPA = x 


Como T esmediatriz de BD; 
PD = РВ = 2b У mZDPC = 30° 


Ahora el APCD es notable de 30° y 60°: 
CD =b=AB 


Finalmente el AABP es “notable” de 53*/2 (BP — 2AB) 


Resolución: 


Como EBCD es un romboide: 
EB//CD y CD-EB-b 


Se pide: mZD=0 E d 
Ahora AECD es un paralelogramo (AE // CD y AE — CD); luego: 


CQ // АВ; entonces: EC//AD ;mZHCE = 20” y mZQ = 90° 


еа A 178 exa pm ИШ 179 


ñ MATEMÁTICAS П A y L GEOMETRÍA 


AE =EB y EQ//AH 
BQ = QH 


Finalmente ABHC es isósceles (CQ: Altura y mediana) 
CQ : Bisectriz (mZQCB = 20°) 


Resolución: 


Se pide: mZCOP - x 
Dato: CH = СО, ОСОР: trapecio isósceles 
ABCD: cuadrado de centro O. 


Del dato: OC = OD = ОР 


Se traza DL 1 ОР: 

ADLO = AOHC (A-L-A) 
Del dato: АС = Ар = Рр = Б < OH=DL=a л OL=CH =a +b = СО 
Se traza QM 1 ОР ; entonces: 

HM-b*a^lM-a 
+ Además: OH = MP = a (AOCH = APQM) 
Ahora el ADLP es notable de 53°/2 

mZDPL = 53*/2 = 26,5° 


Se pide: mZBPC = х 


Сото AD = PD э mZPAD = mZAPD = а 


Como ABCD es un trapecio isósceles: 
mZACB = mZCBD = a 
АС = BD -b— mZPBD = x + a 


LuegoenABPC: а = 2х y ВС= СР Luego en el ADOP: 


45° = 90^ - x + 26,5* 
Ahora: ABCD = APCD (L-A — L) 


mZBDC = 24° х = 7130" 
Finalmente en el АВРО: 
2x 4 2a: 48? =180° 
dx 
6x - 132° 


We E 


така ык син 180 РАА отт ЕШШ 


Resolución: 


MATEMÁTICAS II VIA DO 2 GEOMETRÍA 


Se pide: PH=x 

Dato: ABCD es un cuadrado; AH = 7; НО = Зу 
mZABH = mZHPC = 0 

ABPH: 190 + 90* + 180% — 0 + mZBAH = 360% 
mZBAH = 0 lu 


ABHA: Isósceles; BH = HA = 7 


Se traza HM 1 AB ; entonces: 
BM=MA=a 

Se pide: mZMBC =x 

Se prolonga PH hasta cortar a AD en N; luego se observa que: 


MH : Base media del trapecio ABPN 
РН = НМА = х 


Datos: AM = NC; mZNDA = 25* 
AD = BM + BC 2 a b y BC// AD 


св =а; АРСР: Paralelogramo 
Se prolonga СВ Hasta В tal que ВЕ = айке» di Se sabe que los segmentos perpendiculares entre sí, cuyos extremos se 
encuentren en lados opuestos distintos de un cuadrado, son congruentes. 


NP - AQ 


mZPAM = mZNCD = В y АР = Ср = 
mZCDA = mZCpA = 25° + 0 

Ahora АМАР = ANCD (L-A-L) 
mZAPM = mZCDN = 0 — mZMPB = 25° 


Finalmente el AMPB es isósceles: 
х = 25° + 25° 
2 х= 50° 


MATEMÁTICAS II 


GEOMETRÍA 
Se pide: mZQAT =x Ahora se deduce que: 
- т ВАЕ = 6 
Se traza ТР; se sabe que: maA eed 
OQ=0L=0P=0T=a л QLITP mZCBE=0 
ln ол Por lo tanto se concluye que: E 
Ahora se traza LH 1 DT ; se deduce que: еге "Эван 
АРСО = ДОРТ = ATHL (А-1.-А) Mod "m 
РС = Ор = ТН = п ^ CQ-DT-HL-m ЛАВЕ = ABEC (A—L-A) 
=6 
Además: AD = CD = m + п (ABCD: cuadrado) ы 
AAHL: QD es base media (AD = DH = m + п) 3 > iae B 
AQ = QL = 2a Y ! > A 
à T 
Finalmente el AAOT es notable deS. 
- 2 Piden: mz DBC =x 
Pa 3 
2 A partir de los datos se deduce: 
. РЕ AABDesisósceles (mZ A = 2a у тг ABD = 90-х), entonces: 


АВ = AD => BN=ND=n y mZBAN =x 


Resolución: 


Ahorase traza CQ perpendicular ala prolongación de BD y se observa que: 
* AABNZABCQ(A-L-A) >BN=QC=n 


* ADQCesnotablede45? > DQ =n. 
Piden: СЕ = х 
m. а РИТ ИРЕ Finalmente en el A ВОС, se observa que ВО = 3(QC) 
Sea: mZBDA=0 


37_ 
5 Xr RES, 
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PROBLEMA 17 Se tiene un trapecio ABCD (BC // RD), se ubi са el punto medio M de BDsi N 
АСуСр = 4;calcularAM. 00 


Resolución: 


Resolución: 


MATEMÁTICAS II 


ир ui $ 


Luego de realizar el gráfico correspondiente prolonguemos BA hasta Q 
tal que BA — AQ; luego se deduce: 


° 


* QD-2x (AMesbase media del A QBD) 
* mZCADemZBCA-0  (BC//AD) 
* mZCBA=mZDAQ=0  (AB-AC y BC//AD). 
Ahorase observa que: AACD=AAQD (L-A-L); entonces: 
2x=4 
¿x= 2 


› edes mE oa 
Im len ABN) = 10 (MN). 


Luego de realizar el gráfico e indicar los datos correspondientes aprovecluy 


el paralelogramo de la siguiente manera: 
* mZA-mzC-x-30 

* AD-BC-b 

Ahora, prolongando BM. hasta cortar a AD se observa que А BCM 
(A-L-—A); entonces: 


^ 


DQ=b ^ MQ=10k+ 3k = 13k. 


Luego se observa que L es mediatriz de AQ: 
АМ = Зк + 13k = 16k; mZQ=0 y mZ ANB = 20 


Finalmente en el triángulo isósceles ABN tracemos la altura BH. yseobtiene: 


A ABH: Notable 37* y 53% — 0 = 26,5 
<. x=30=79,5 


[р dudas Acn eros айы,  DEEG es un paralelogramo y CF = IP = de 


MATEMÁTICAS II 


Piden: FE = х. 


A partir de los datos se deduce: 
* EnelparalelogramoDEFG: PD-PF-2 y GD-FE-x 
* Enelcuadrado ABCD: BC-CD-6 


un cuadrilátero ABCD, mZBAD = 60°, 
ВС = 150° y mZBCD = 120”. Si 
D = 6(AB) = 18, calcule CD. 


p 
Ahora GF es base media del ABCP (СЕ//ВС y CF = FP); entonces: 


3 B)6 с)7у/з 
GF-3 


Е)4 


Finalmente en el А GFD: 

x=5 e un trapezoide ABCD tal que: 
АВС = mZADC = 90°. Se traza BH 
endicular a DC (H en DC) tal que 
5 y HC = 2. Calcule AD, si 
BC 


DEI 03 
E) 1,5 
к 
ВС // AD y ВСОР es un trapecio 
eles. Calcular 0 


Resolución: Piden: o. 
Datos: PBRQ: Rombo y BC =AQ. 


Enel Rombo: mZB = 2а (AB//QR) y ВО esbisectriz del 4 B 


С) 36° 
Е) 20° 


Њоіде ABCD; AD = 7; se traza 
Isectriz exterior BP ; P еп la 
ngación de DC. Calcular la medida 
¡mento que une los puntos medios 


'y BD 


A 


Ahora A АВО es isósceles: 
BQ=AQ=b y mZBQC - 20. 


Finalmente el A QBC es isósceles (ВО = BC = b); luego: 
2а 2a à = 180 
50-36 


B6 95 
E)55 


GEOMETRÍA 


5. Calcular el valor de "x", si BM = MH; 


HD = 2(AM) y ABCD es un paralelogramo. 


A H D 
А) 10° B) 30* C) 20° 
D) 40* E) 15° 


Si ABCD es un cuadrado; AB = РО = 5; 
calcular BP. 


B c 
А D Q 
А) 26 B) 34/15 ©) V29 


D) 6/7 E) V26 


En la figura ABCD es un cuadrado. Calcule 
Du 


c 


D 
А) 60° B) 70° С) 65° 
D) 35° Е) 55° 


En un rombo ABCD se traza BH 
perpendicular a AD (H en AD) tal que 
AH = HD. Calcule la m2BCD 


А) 45° B) 30° C) 60° 
D) 90* E) 75° 


10. 


11. 


12. 


En un trapecio isósceles ABCD 
(BC // AD), AD = 3BC y mZCAD = 45°. 
Calcule mZBAC. 


A) 18, 5° 
D) 15° 


B) 22, 5° C) 26, 5° 


E) 30° 


Calcular la base media de un trapecio 
isósceles ABCD de bases BC y AD, si 
AC = 6u y mZCAD = 30° 


0)4/3u 
E) 4u 


A) 243u B) 3/3u 


D) 3u 


En un rectángulo ABCD: mZACD = 30°. 
Se traza BH 1 AC (H en AC). Si AH = Зи, 
calcule HD 


A) V5u B) /17u C)/21u 
D) 4u E) /7u 


En la figura ABCD es un cuadrado y 
CM = MD. Calcule x 


B Ж с 
м 
А р 
А) 53° B) 30° С) 37° 
р) 63, 5° Е) 71,5°% 


Se tiene un paralelogramo АВСР: 
mZABC = 120°, AB = 6cm y BC = 7cm; 
M es punto medio de AC y Н es el pie de 


la perpendicular trazada de M a AD. 
Calcule HD 


А) 1ст 
D) 1,5 cm 


B)2cm C)3cm 


E) 2,5 cm 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


MATEMÁTICAS И 


En un trapecio 


mZBDA = 2mZBDC = 
mZPAB 
A) 20° B)35* 


D) 50* 


Еп un i isósceles ANC 
(ВС // AD).En la prolongación de Cl 
ubica el punto B tal que PC = BD. 
40°, са! 


C) 40 
E) 60' 


En un rombo ABCD se ubica el punto P 


А) 15° 
р) 37° 


В) 30° 


Se tiene un cuadrilátero ABCD tal ij 
АВ = ВС = Ср; mZB -2mZD = 2% 


mZC = 100°; calcular x 


^A) 50° 
D) 40 


B) 70* 


Calcular. MN, si AP = PB 
BQ-QC-4 


Si ABCD es un trapecio isósceles y. 
es un romboide; ВО = ОР; calcular # 


la prolongación de AC, tal que BP 
y mZABC = 53°. Halle mZBPC 


С) 60* 
E) 80° 


С) 45° 
E) 53 


= @ 


ABCD 


B, 


12; ВС=4 y ABCD es un 
gramo; calcular ВЕ 


C) 10 
E)11 


trapecio ABCD, la razón de las 


B) 8 


В) 16 


у DEFG 


B) 18530" 


incias del punto medio del lado no 
lllo AB hacia AD y CD es de 1 a 2. 
Шаг la suma de las longitudes de las 
н del trapecio, si CD = 8 


916 
E) 8/3 


son cuadrados ; 


C) 30* 
E) 22730" 


rtice A de un cuadrado ABCD 
recta que interseca a BC, tal que 
incias del punto medio de BC y Ca 
mencionada son 1 y 4. Calcular la 
icia del punto medio de CD a dicha 


07 
E) 10 


23. 


24, 


25. 


26. 


GEOMETRÍA 


i BS 
Si SD = 2(AR), calcular: =>, 
divas 


A) 4/5 
D) 5/6 


B) 5/4 


С) 6/5 
E)1 


Las mediatrices de AB y BC de un 
romboide ABCD; se intersectan en un 
punto que pertenece a la prolongación de 
'CD. Calcular el mayor valor entero de la 
mzc. 


А) 57° 
D) 60° 


В) 58° С) 59° 


Е) 61° 


En un trapecio ABCD; ВС // AD; se tiene 
que AD = 8; BC = 2; mZBAD = 2mZADC, 
se traza la altura BH; AH = 1, Calcular 
AB. 


m6 
D) 4,5 


B) 6,5 ©) 5,5 


E)4 


Si O es centro del cuadrado ABCD, 
ВН = 5, AH =3 y NH = 4; calcular el 
valor de x. 


c 


A) 18,5" 
D) 15* 


B) 22,5” C) 26,5" 


E) 30° 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


Se tiene un cuadrilátero ABCD en el cual 
AB = 3, AD = 4; CD = 5; mZBAD = 150° 
y mZADC = 83°, calcular BC. 


^) 3/6 
D) 2V5 


B) 5/3 95 
E) 4/3 


En un cuadrilátero ABCD tal que 
mZBAD = mZBDA = 40° y mZBDC = 20°, 
calcular la medida del ángulo que forman 
las diagonales, si AB -- CD — AD. 


A) 30° 
D)75* 


B) 40* С) 45° 


Е) 60° 


En un trapecio ABCD (ВС // AD) tal que 
АВ = BD; mZABD = 40°; mZDAC = 30° 
y ВС = 8; calcular la distancia del vértice 
“р” hacia АВ. 


343 B)4 o2 
D)3/2 E)6 


En un cuadrilátero ABCD donde la 
mZBAD = mZBCD = 90°; en AD se 
ubica el punto H tal que AD 1 CH; 
caleular BH, si BC = 24, HD = 15 y 
mZABH = 2(mZHCD). 


A)13 
D)e/2 


B)15 €) 20 


E) 30 


En la región exterior relativa al lado CD 
de un trapezoide simétrico ABCD 
(AB < BC) se ubica el punto P , tal que 
АС ^ ВР = {О}. Si BP = 12, calcule la 
distancia del punto medio de PD al pie 
de la altura del triángulo PQC relativa 
a ОС. 


A)3 B) 4 
D) 12 


o6 
E)9 


32. А partir del gráfico, calcular el valor! 


MATEMÁTICAS И 


trapezoide ABCD; mZBAD = mZBCD, 
СЕ bisectriz del ángulo BCD (E 
D). Si mZCED = mZBEC + m2BCE, 
= CD y DE = 8u, calcule el valor 
kimo y entero de la longitud de 


B) 9u C) 14u 
2u E) 15u 

А) 10,5° 

D) 15° 


В) 12° 
\ВСР es un cuadrado y ВМ = МО. 


En la figura, el cuadrilátero EBCD 0% 


paralelogramo. Si ЕВ = EF y D? // 
calcule x 


B с 
ON ыа \ 
А Е р 
С) 21% 
E) 37 


A) 15° 
D) 30* 


B) 18* 
B) 15° C) 26,5* 
E) 22,5° 
Si ABCD es un paralelogramo y ЛШЙ 
un cuadrilátero cuyos lados il 
longitudes representadas por nm 
enteros, los cuales son consecull > Y 


además la longitud de su mayor lado B c 


con la del menor 11, calcule: AT WI 
Sy Н Q 
EET B s en 
^6 [1 


m 


BCD es un rombo, DCMN es un 
lrado y RD = QM; calcular x 


2 В) 45° С) 53° 
L E) 54° 
A) v33 B) V22 


GEOMETRÍA 


38. Indicar verdadero (V) o falso (F) según 


41. 


42 


corresponda: 
( ) El trapecio escaleno tiene diagonales 
iferentes. 

С ) Ladistancia entre las bases del trapecio 
esla mediana. 

( ) Enel trapecio isósceles las diagonales 
son bisectrices de los ángulos internos. 

С ) Enel trapecio rectángulo el menor lado 
no paralelo es mayor que la mediana. 


A) FFFV 
D) VFEV 


B)FFVV C) VFFF 


E) УРУБ 


En un trapezoide ABCD, mZ B = mZ D = 90 
y m2 A = 60. Si las distancias de A y Ca BD 
son 7 y 3 respectivamente, calcular BD. 

A) 2/8 
D) 4 


B) 3 с) 4/3 
E)S 


Calcular el valor de “x”, si CD=DE; CG = GE; 
AFDH es un paralelogramo y FG //AB. 


B с 
A)30 D 
B)26,5 
С)18,5 
0)15 
E)36 ^ k 


Según el gráfico ABCD es un cuadrado, 
PBQS es un romboide y BP = 2(PE). Calcular 
elvalor de “x”. 


А)15 

В)30 Q 
0)37/2 

D)53/2 

E)37 


En la diagonal AC de un rectángulo ABCD se 
ubica el punto “P” tal que PC = 3(AP). Si “M” 
es el punto medio de AD y 4(AB) = 3(BC), 
calcularla mz AMP 


A)37 
D) 60 


B)45 С) 53 


Е) 75 


Exteriormente al rombo ABCD se construye 
el cuadrado BCFE. Calcular la medida del 
menor ángulo que forman ACy FD 


A)22,5 
D)37 


B) 26,5 €)30 


E)45 


En un trapecio ABCD (BC: base menor), se 
traza BH 1 AD (Hen AD). Si BC = BH; AD = 
3(BC)ymZA = 75, calcular mz D. 


A)20 
D)50 


В) 30 C)40 


E)60 


Si ADEC es un paralelogramo; AB = BC y AC 
= 4. Calcular su perímetro. 
B 


A)10 
D)16 


B)12 C)14 


E)18 


En un cuadrilátero convexo ABCD, BC = 
mz BAD = mZ ABC = 70 y mZ CDA = 50. 
Calcular lam BCD 


A) 48 
D)72 


B)45 С)75 


E) 60 


Si ABCD es un romboide y PA = AB y QC = 
BC. Calcular “x” ° 


MATEMÁTICAS II 


48. Si ABCD y BNPM son paralelogramo 
CN = ND, АМ = MD, СР = PE. Si АЕ = 
calcule BP. 


А)8 
D)6 


B) 7,5 09 


E)5 


En un rectángulo ABCD se ubican lor 
tos medios P y Q de BC y RD respo 
«mente (R es punto medio de PC), Cal 
la mZ QPR, si mz RAB = 48. 


А) 36 
D)32 


B)42 ©) 41 


Е) 4% 


Si ABCD y GFED son cuadrados y AQ 
calcular la distancia entre los puntos. 
de AE y CG. 


B 


G 


B) 5/2 


ADES 


¡Conocer la circunferencia y sus elementos. 
"Conocer las denominaciones que tienen las diferentes Posiciones en que pueden ubicarse 
na recta o un ángulo con respecto a una circunferencia. 


Con осег las propiedades que se cumplen en una circunferencia, 


[Os puntos A y B en un plano vertical, hallar el camino AMB por el que una partícula móvil M 
llendo por su propio peso, iría de A a B en el menor tiempo posible”. 


en Junio de 1696, la novedad del problema en sí era evidente: no se trata de encontrar puntos 
Curva tiene un máximo o un mínimo, sino que la misma incógnita buscada es una curva que 


izar cierta relación. Según palabras de Leibniz este tipo de problemas resulta muy bello y 
homento totalmente desconocido. 


In Pascua del año siguiente se conocían en total 5 soluciones: adem; 

lero en responder, resolvieron el problema Jacob Bernoulli, 
Johann no tuvo dificultad en reconocer que el autor era Isaac 
rica: por las garras se conoce al león. La curva solución de este p 


ás de Johann y Leibniz, que 
L'Hópital y un autor inglés 

Newton y lo expresó con una 

roblema era la cicloide. 


puestas a este desafío, aparecen, además, las primeras s 
Matemáticas: el Cálculo de las Variaciones, que será la disci 
¡problemas de optimización, 


ales de una nueva rama de las 
ina matemática dedicada sobre 
después delos aportes fundamentales de Euler y Lagrange. 


lución más sencilla y popular en su época fue la concebida por el autor del problema, Johann 
Jil método de Johann consistía en establecer una analogía entre la curva del más breve 
¡ton la trayectoria que seguiría un rayo de luz en un medio con una densidad adecuadamente 


lin analogía de carácter óptico-mecánica encontraría desarrollo posterior, en el siglo XIX, en 
de William Hamilton. 


MATEMÁTICAS II y ODC D GEOMETRÍA 


Т: Веста tangente a С 


Es una línea cerrada simple, cuyos puntos equidistan de un punto de su interior, a dicho punto i 
| ^ denominacentro dela circunferencia. 


porous а "Circunferencia de centro О” 


Interior 


| Exterior 
| A 


| | e 


cante: Es aquella recta que se encuentra separada del centro a una distancia menor que 
а 
Esta recta corta a la circunferencia еп dos puntos. 


'entral: Tiene como vértice al centro de la circunferencia. 


| Elementos: 4 T : Recta secante a С 
Radio: OL (OL — R) 
Cuerda: DE 
* Flecha o sagita: MN 
Diámetro: AB (АВ = 2R) 
ArcoPQ «PQ 
T 
EX NOTA E 


- Los diámetros son cuerdas a las que no les corresponde flechas. 
| -  Elarco es una parte de la circunferencia comprendida entre dos puntos de esta. 


ZAOB: Ángulo central 


i O: centro 
Recta Exterior: Es aquella recta que se encuentra separada del centro a una distancia mi ы 


radio. L 
| с, 
ч і ro 
(одо ángulo central le corresponde un arco, ubicado en su interior, cuyos extremos los 
minan los lados del ángulo al cortar a la circunferencia. 
| puede establecer una correspondencia biunívoca entre las medidas de un ángulo central 
yla de su arco correspondiente la cuál está basada en una relación de proporción directa. 


T :Recta exterior a C 


Recta Tangente: Es aquella recta que se encuentra separada del centro a una distancia | 


: La medida de un arco determinado por un ángulo central, es igual a la medida de dicho 
radio. Esta recta toca en un punto a la circunferencia, al cual se le conoce como punto de cont 


in el gráfico anterior: 


punto de tangencia. 


E à 196 


АРВ: Ángulo inscrito 


[=] 


Ángulo Semi-inscrito: Tiene su vértice en la circunferencia, uno de sus lados es tangente y c| 
secante a la circunferencia. 


Se cumple: 


l 2ВРА: Ángulo exterior 
У Ay B: puntos de tangencia 
E S 
г 
B Se cumple: | g = P-« 
` 2 
] Además: 
A 


"Todo ángulo inscrito en una semicircunferencia mide 90* 


| АВ: Semicircunferencia 
р, SE nu 
A B 


Se cumple: mZAPB = 90° 


Todo ángulo inscrito en una cuadrante mide 135° 


А 
P АВ: Cuadrante 
Р E: 
Ñ Si: Pe AB 
Se А 
l \ L cumple: | mzAp — 135» 


ZATB: Ángulo semi — inscrito 


T: punto de tangencia. 


+ Se cumple: 
0 Pp 
T А 2 


Ángulo Interior: Tiene su vértice en el interior de la circunferencia. 


“АРВ: Ángulo interior 


Se cumple: 


y 


Ángulo Exterior: Tiene su vértice en el exterior de la circunferencia y sus lados pueden sefi 
secantes, ambos tangentes o uno secante y el otro tangente a lacircunferencia. 


B 


trazar una recta tangente a una circunferencia, el radio 
¡es perpendicular a la recta tangente. 


que tiene su extremo en el punto 


T es punto de tangencia. 


TPB: Ángulo exterior 


АРВ: Ángulo exterior 
T: punto de tangencia 


Se cumple: 


Entonces: 


PETS 


Se cumple: 


OS Es — 


= 


MATEMÁTICAS II uia М EY GEOMETRÍA 


1: A cuerdas de igual longitud le corresponden arcos de igual medida. 
зола 
NE 


DEMOSTRACIÓN: Suponiendo que OT no es perpendicular a L; 
entonces existe: Q eT, tal que 
00:1 ogQnc- fp] 
Z4OTQ (Teorema de correspondecia): 
OQ <0т 
> reker 
= k<0 
Lo cual es absurdo, pues k > 0 


Dos rectas paralelas entre si y secantes a una circunferencia determinan en ésta, arcos de 
da, los cuales se encuentran entre la rectas. 


=> La suposición es falsa 
ота 


Teorema: El radio que corta perpendicularmente a una cuerda, biseca tanto a la cuerda comu 
arco correspondiente. 


„Si: OP L AB 
Entonces: Dos rectas paralelas entre si, una tangente y la otra secante a una circunferencia determinan 
os de igual medida, los cuales se encuentran entre las rectas. 


Si: L, // Lz y T es punto de tangencia 
DEMOSTRACIÓN: Entonces: 


tangentes trazadas a una circunferencia desde un punto exterior a ella, son de igual 


línea que une el centro de una circunferencia con un punto exterior a ella, biseca el 


TREE ado por las tangentes trazadas de dicho punto a la circunferencia. 


OM es altura=> OM es mediana y bisectriz Si A y B son puntos de tangencia 


Entonces: 


Ademas por ángulo central: 


mAP-0 л mPB=0 


EJERCICIOS DE API 


Calcule la longitud de la cuerda ABenla 5. 
circunferencia del centro O. 


A 
| 


Rpta.: 


En la figura AB =24, calcule la longitud de 6. 
la flecha PQ. 


7 
Segün el gráfico calcule la longitud del 
diámetro de la circunferencia si mAB=mPQ 


De acuerdo al gráfico calcule el valor de a, 
si: AB//CD 


Enel gráfico mostrado A y B son puntos de 
tangencia. Calcule el valor de n 


А, 


2+9 


Rota. 


Calcule el valor de x. 


Calcule el valor de x si P es un punto il 
tangencia. 


Se pide: 


Se traza OB y QB 


AOAB: isósceles — 
AQBC: isósceles > 


^ Ahora en el ЛАРС: 


D 


; зе observa que: 


“АОВ: ángulo central -> mZAOB = 100° 
ZBQC: ángulo central -> mZBQC = 90° 


mZA = 40° 
тС = 45° 


х + 45° + 40° = 180° 


х = 95° 


Calcule x, si AP = QC = г 


MATEMÁTICAS II 


Resolución: 


Se pide: mZABC = x 

Trazamos los radios: ОР OB, OQ 

Ahora se observa que: 

AAPO: isósceles-»mZA = mZAOP —0 y mZOPB = 20 
AOQC: isósceles-» mZC = mZQOC а y mZOQB = 2a 
AOPB: isósceles-» mZOBP = 20 

AOBQ: isósceles-» mZOBQ = 20 


Ahora en el AABC: 30 + За = 180° 


6a = 60° 
Ahora еп “В” х= 2(0+а) 
60° 
„ х= 120° 


Calcular “В” si: АВ = ВС = 2 


А 


Se pide: 


Dato: АВ -BC-2 
Se traza OH 1 АВ — AH = HB = 1 (Propiedad) 
Ahora AOHC es notable de 45° y 45° > OH = 3 


Finalmente por el Teorema de Pitágoras (AOHB) 
Rĉ=3? +12 


R = V10 


Si P y T son puntos de tangencia; BP = 4; calcular AT. 


PROBLEMA 5 


Resolución: 


MATEMÁTICAS II 


Dato: 


Como P y T son puntos de tangencia trazamos OP y ОТ: 
mZOPB — 90* 
mZOTA = 90° 
ОР=ОТ=г 


Ahora POAB es un rectángulo: 
АО = 4 


El AOPB es notable es 37° у 53° 
ОР =г= 3 


Finalmente еп е! ЛОТА aplicamos el teorema de Pitágoras: 
х2 +32 42 


х=\7 


En la figura; АВ // CD. у СЕ// BF. Calcule mÁEB 


Trazamos GN // AB > GN // CD 
Por ángulos correspondientes: 
mZABE = mZNGB =а 
mZCDF = mZNGD =0 
Ahora en “б” se observa: a + Ө = 70° 
Por ángulo inscrito: mÁE = 2a. у mCF - 20 
Ahora como CE // FB > mÉB = 20 


Finalmente se observa: 


Piden: x 


*Dato: 


MATEMÁTICAS GEOMETRÍA 


Trazamos ON L AP — AN = NP (propiedad) 
Como: TH // ON // ВС y TO = ОВ» HN = МС = b 
Ahora se observa: AN = 2 +b > NP- 24 ba CP - 2 


Finalmente el ACPB es notable de 30* y 60* 


Como CP = 2: 


SiPyQsonpuntos de tangencia 
ymZO - 90* 


Se pide: 
Dato: AB = BC = ED 


El AABC es isósceles (АВ = ВС) + mZBAC = mZBCA = 50° 


“ВАС: Ángulo inscrito -» mAB — 100* 
Secumple: 


Como: AB = BC = ED + mÁB-mBC =mÉD = 100° 


AOAB: Equilátero| y 


Ahora por Zinterior: 
200° +100° 
ga A a 
2 


150° 


208 


Se pide: x 
Por la propiedad “1”: тАВ =90° y OA = OB = r 
Como ODCB es un paralelogramo — DC = ОВ = r 


Por la propiedad “2”: mDC = 60* 


Ahora por Zinterior: 


Se pide: "x" 
En C, por Zinscrito: тАВ - 2p 
En C, por Zsemi - inscrito: mZTAB = р 


Ahora se observa que: AB // GD — mZGDE = 50° 


MATEMÁTICAS II GEOMETRÍA 
En C; por Zinscrito: mGE =100* 


Como "E" y “С” son puntos de tangencia: 
100° + x = 180° 


. х= 80° 


* Сото АО = ОВ = r y mZO = 90° — mZOBA = 45° 


Сото АРВ ез ип cuadrante > mZAPB = 135° 


Ahora se observa que: 
ZBPC: ángulo inscrito mBC = 90* 


ZCBQ: ángulo semi- inscrito > mZchQ - TC _ 45» 
Ahora en “В” 
45° + х + 45° = 180° 
x= 90 
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MATEMÁTICAS II GEOMETRÍA 


Se pide: x Se pide: x 

E — / 
Dato: AB // CD Como P y Q son puntos de tangencia > СР = CQ 
Como ТВ es diámetro mZTAB = 90° Se traza CO — CO : bisectriz del ZPCQ y COLPO 
Como AB // CD > mZAQC = x y mZAHQ = 90° ^ Además se deduce: mZOCP = mZPAD = а 
Además se observa que: Como P y R son puntos de tangencia y m ZD = 90° 

TO = 0B> TH = НА =b PD-DR-r; ОРІ Ср yOP-r 
Ahora el ATAQ es isósceles (ОН : altura y mediana) ] Ahora se deduce que: АРРА = ДОРС (A — L А) 

HQ : bisectriz (mZHQT = x) а 


Finalmente en “Q”: Como ABCD: rectángulo — BC = AD = b 


2x + 100° = 180° Luego ABCP es notable de 45? у 45° 
кыы л х= 45° 


212 с 213 


MATEMÁTICAS II 


c 
Piden: mifi - x 
Dato: 0-p- 30° 
Prolongamos AO y ОВ hasta que se corten en “С” 
Prolongamos QP y OA hasta que se corten en "N" 


Ahora se observa que: 
ZN es un ángulo exterior para las circunferencias C, y Cy. 
p 


En б: man 9939-8 go. 


En C: m2ZN+x=180* (Propiedad) 


GEOMETRÍA 


Piden: x 

Datos: ABCD: cuadrado y AO // РС 
Bp 
A 

Como P es punto de tangencia: 


mZOPC = 90° y ОР =r 
Como РС// АО:  mZPOA = mZOPC = 90° 
Como О y L son puntos de tangencia — DO: bisectriz 
Como Q y P son puntos de tangencia — СО : bisectriz 


Ahora se observa: ААРО =ACDO (1. - А-1) 
AO = OC y mZOAD = mZOCD =a 


Como: AO // PC y AD // BC, entonces: mZBCP = a 
Ahora en "C": За = 90° > а = 30° 
Es decir: AOPC es notable de 30° y 60° — ОС = ОА = 2r 
Finalmente AOPC es notable de 26,5* (AO — 20P) 

= ox-265 


215 


MATEMÁTICAS II GEOMETRÍA 


Resolución: Piden: x 


Dato: ABCD es un paralelogramo (AB // CD y AB = CD) 


Luego de hacer el gráfico e indicar los datos correspondientes tracemos AO 
(nz QAO = mz OAT = a). 


Como AQ// ОМ; entonces: 
mZAOM =a y OM - MA-4 


Ahora tracemos OT; luego se deduce: 
m OTM = 90 (T: punto de tangencia) 
x = 2/3 (A OMT: Notable de 30 y 60). 


Como ÓC es una semicircunferencia > mZODC = 90° 
Como AB // CD -> mZAHD = 90° 


Por propiedad de circunferencia como OH 1 AB siendo “О” el centro: 
AH-HB-b 


Como АВ = CD > CD = 2b 


Ahora en "O" se observa: lución: Como el centro del rectángulo pertenece a OP (Dato) y además pertenece y es 
IZDOC=:90" E Y mZDOA =x punto medio de sus diagonales; entonces la intersección de OP y BD será el centro. 
Entonces: mZOAH = 90*-x 


Ahora: ДОНА = AODC (A- L- A) > Ор = AH = Ь 
Finalmente el AODC es notable de 53/2 (CD = 20D) 


53* » 
ET Rd 


Ahora se deduce que А ООР = A РОВ (A - L— A); entonces: 
Вр = Ор = К. 


Si: AB = 2(BD), calcular el valor de “x” 


Finalmente observe que А OBP es equilátero (OB = OP = PB = R) 
x= 60 


PROBLEMA 18 Si: A, B, Py Q son puntos de tangencia, calcular el valor de x 


Enel triángulo isósceles trazamos la altura OQ e indicamos: 
AQ=QB=b y mZABO - 3x 
Como AB — 2(BD), entonces: 
BD — b y BOserá bisectriz del 7 QBD 


* Resolución: Piden: x. 
Por propiedad: AN = NB ^ NP = NQ (A, B, P yQ son puntos de tangencia) 
с 
Finalmente enel trapecio AHDB: 
2x + 6x = 180 
х= 22,5 
SIMyNson puntos de tangencia, m ЕЁ = 80 у m АВ =60; саїсшаге!уаїогдех. 
Аһогаеп: 


AABN: mZANH=20. 


ANPQ: 26+46°=2а > 0+20=u 


Finalmente en 4 АСОМ: 
20+40= 0+а+х 
+40 =9+0+x 
^x-20 


” 


MATEMÁTICAS II GEOMETRÍA 


їп la figura; СВ = гу “Т” еѕ un punto de 5 Si: CB// DT y mCB = 80° ; calcular x 
gencia, calcule x 


Resolución: Nos piden: x. 


T A) 10 
T B) 40 
x > 
c C) 15 
3 E mg D) 20 
\) 135° Е) 25° 
Si'Tes punto de tangencia, (135° B) 120° C) 100° 
ET] р} 150 Е)127° > E i 
—— 6. Si тАВ =100° y T es punto de tangencia; 
calcular mAT. ? 


A) 
B) 
с) 
D) 
E) 


7. SiAespunto de tangencia mED = mD; 
AB = 9 y BE = 6. Calcular ER 


B 
A) 3,5 А = 
в) 45 
NON D 4 Vf 
б D) 4 
PSN E) 46 ZA 


V e— b 


Trazamos AM y EN, luego: j 
mZMAB = mZ BMF = а, mZ AMB = 30. 


mZNEF = mZ FNB = В, mz ЕМЕ = 40. 8 Si P y Q son puntos de tangencia; 


calcular x 
$ Q 
Ahora por propiedad: 5)56 n^ А) зо° Йй 
Figura AMPN: у+В=а@+30...(1) Е) 55° o pu 
Figura PMEN: y+a=8+40...(1D Е ах a D) 50° 
: m y "Q" son puntos de E) 40° 
= “ | Р 
ре() +: 2у=70 АЙАР 9. Si: R B y T son puntos de tangencia; ABCD 
es un cuadrado. Calcular “x”. 
Por último en P: к+у= 160 


х= 145 


10. 


ft. 


12. 


13. 


Si: тАВ = 90°; РВ = 4 y BH = 3. 
Calcular R 


H 

a 342 BAN 
2 Y 

B) 5 

o 35 КЧ 

D) 442 

E) 4 ^ 


Si АВРС es un paralelogramo; P у Q son 
puntos de tangencia; calcular mQN . 


Q A с 
А) 60° B) 40° C) 50° 
D) 45° Е) 35° 


Calcular mPD, si B es punto de tangencia. 


B, c 
A Y D 
A) 90° B) 100° C) 110* 
D) 60* E) 70° 


Calcular x; si P, О y T son puntos de 
tangencia. 


15. 


16. 


17. 


MATEMÁTICAS II GEOMETRÍA 


22. Enel gráfico; P y Q son puntos de tangen- 
cia y mPQ = 100°. Calcule x 


B)75* 


A) 10° 
D) 18° 


B)15* С) 20" 


E) 30" Il ABCD es un cuadrado; A y D son centros 


los arcos mostrados, APQD es un 


1%. А) 50° 
ресіо isósceles y АР = PQ. Calcular ОМ. 


р) 70° 


B) 40° С) 60° 


En el gráfico, тр + а = 72°, Сайн E) 20° 


mZBCH. Si ABCD es un cuadrado, BP = 9 y PC = 3, 


calcular R (M, N y T: puntos de tangencia) 


ÉS 
A H D C) 36° 
E) 24° 
A) 144° B) 108° C) 126° 
D) 135° E) 120° [el gráfico se muestra un triángulo 
ilátero ABC. Calcule BP/BQ. A С) 2,5 
E ў D) уб E) 3,5 
Calcule mAB 


Calcule la mAB, si T es punto de tangencia. 


e 


B) 106* C) 90* 
E) 96° 


B) 25* 


la figura; E es punto de tangencia, 
С// ED; ED = 4 y el triángulo ABC es 
látero; calcular EB. 


A) 108* 


Calcule EE si PE = ME, r = 3, PN = 
D) 74° 


Q son puntos de tangencia. 


Si T y P son puntos de contacto, calcular x 
x 


Te m Te 


26. Si ВР= ОЮ; BP//QD y OA=AD; 
calcular mÁP. 


A) 60° 
D) 53° 


B) 37° C) 30° 


E) 45° 


27. En el gráfico T es punto de contacto y 
BC = 2(AB); calcule mDT . 


c 


4 
/ 
D 


^ 


A) 60* 
р) 37° 


B) 45° С) 37° 


E) 63° 


28. 51 АВСР еѕ un cuadrado P, Q y L son 
puntos de contacto; calcular x 


A) 20° 
D) 58° 


В) 15° 


C) 10* 
E) 18° 30" 


29, Si: АВ = BC = CD = DE; calcular mBE 


f NA | 


А) 100° 
D) 145° 


B) 120° С) 135° 


Е) 150° 


31. 


32 


Si P y Q son puntos de tangencili 
тЁЕ = 30° y mAB + mDE = 100°. Calculk 


5385 


mBC. 


A) 
B) 
[9] 
D) 
E) 


Si P y Q son puntos de tangencia; calcule: 


85° 
80° 
70° 
50° 
45° 


MATEMÁTICAS П 


Si "Q" y "T" son puntos de tangencia, 
ImZQPT = mZACP, AT = PB y AP = 4, 
calcular “R”. 


YY 


Si AN = NQ, P y Q son puntos de 
tangencia, calcular el valor de "x" 


7 


Q 
< e 
> T A 
po ыб" R^ D 
А) 45° B) 30* С) 37° 
А) 40° В) 50° С) 70° р) 26, 5° E) 18, 5° 
р) 80° E) 45" 


Calcular el valor de “x”, si тв = 
(B, C, D y A son puntos de tangencia) 


Si T y P son puntos de contacto, calcular x 


A) 40 

B) 20° 

ME А) 100° В) 120° C) 130° 

р) 45° D) 115° B E) 135° 

Riso" Si ABCD es un cuadrado y BPQL es un 
paralelogramo; calcular el valor de “x” 

Calcular el valor de “x” 

A) 20 

B) 40° 

C) 30 

D) 25° DQ 

E) 35° B) 18° C) 26,5° 

E) 15° 


GEOMETRÍA 


38. Si A, C y E son puntos de tangencia y 


39. 


41. 


mZADB = mZEDF; calcular mZADB. 


А) 30° 
D) 45° 


B) 36° С) 15° 


E) 37° 


Si Tes punto de tangencia, calcular el valor 


A)15 
D)25 


B)30 С)20 


Е) 22,5 


Si el triángulo ABC es equilátero, АО = V3 
y PB = 2; calcular el valor de x (B. Q y T son 
puntos de tangencia). B 


A)6 
B)15 
С) 20 
D)8 
Е)7 A c 


Si: ABCD es un paralelogramo; AB — PC; 
calcular el valor de x (B; P y Q son puntos de 
tangencia) 


2 с 
е р 
А) 60 В) 30 С) 50 
р)40 E)45 


42. 


45. 


Se tiene un trapecio isósceles ABCD de 47. 
bases BC y AD: si “A” es el centro de un arco 

que pasa por C y D además AB = BC, 
calcular m< D. 


A) 60 
D)80 


B)53 072 


E)75 


Si AB = BC; TB = 6 y AC = 1043 ; calcule 

m AT. (T: Punto de tangencia). 

A) 120° T as 
B) 143° 
С) 83° 
D) 90° 
E) 75° E 

Si O, Py Q son puntos de tangencia; calcule 
elvalordex 


А) 30° 
В) 37° 
С) 45° 
р) 36° 
Е) 27° 


Si AM = MT; В Н, S y T son puntos de 
tangencia, y ABCD es un cuadrado, calcular 


mQS -m NT 


A)8 
B)16 
C14 
D) 20 
E) 22,5 


48. 
Calcular el valor de x, si T y P son puntos de 
tangencia. 


^)70 
B)50 
O75 
D)85 
E)80 


Calcular el valor de x, si T y P son puntos de: 
tangencia. 


A)53 
D)67,5 


B)60 


975 
E) 63,5 


Calcular la medida de la altura АП dul 
triángulo isósceles ABC (AB = BC), si Ink 
circunferencias mostradas son congruentir. 
y sus radios miden 3 


A 


Dela figura adjunta: 
BM + CD = 10; AP = QD; calcular AB + NC. 


A)9 

B)16 
С)12 
0)15 
E)18 


B 
A)20 2 
B)15 с 
os 
D)10 
E)5 
dr ad F a 


"I": Incentro; "E,": Excentro. 


A) 53 
D)45 


B)37 


Conocer las denominaciones que tienen las diferentes posiciones en que se puede ubicar 
una circunferencia con respecto aotra. — 

Conocer las propiedades que se pueden establecer a partir de las E relativas 
entre dos circunferencia. 


ferencia de un planeta, y que demostró de forma experimental que la Tierra es redonda. 
ndo director de la Biblioteca de Alejandría, leyó un papiro en el cual se decía que en un puesto 
ado de la frontera meridional de Egipto, en Siena, en el mediodía del 21 de junio, el solsticio de 
ho, un palo vertical no arrojaba sombra, y podía verse el Sol reflejado en el agua del fondo de un 
p profundo. De esto se deducía que, en ese momento, el Sol se hallaba justo encima de la Tierra. 


papiro llamó la atención de Eratóstenes, que decidió comprobar si en Alejandría pasaba lo mismo. 
sultó que no: los palos proyectaban sombras 
junciadas en el solsticio. Tal hecho era absurdo si se 
onía plana la Tierra. De ser así, a pesar de la lejanía entre 
па y Alejandría, en ambos sitios sucedería lo mismo a un 
про: no habría sombras o serían igual de pronunciadas. 
tóstenes consideraba que el Sol estaba lo bastante alejado. 
la Tierra como para que sus rayos llegasen a la superficie 
ontales entre sí. Tal concepción sólo dejaba una 
quería explicar la diferencia de longitudes de 
que la superficie de la tierra era curva, y 
Intras mayor fuese la diferencia entre las sombras, mayor 
la curvatura: Esto es, la diferencia entre las longitudes 
Issombras demostraba que la Tierra es redonda. 


RAYOS SOLARES 


Óstenes estimó en 7 grados el ángulo que definía la 

ша de la sombra del palo situado en Alejandría. Este ángulo, por argumentos trigonométricos 

(соз es igual al que forman las prolongaciones de los palos al cortarse en el centro de la Tierra. 

lóstenes consideró que 7 grados era 1/50 partes de la circunferencia terrestre. (Comprobamos que 

¡estimación no es del todo exacta. Como una circunferencia completa tiene 360 grados, 7 grados es 
alidad 7/360 = 1/51,4). 

їй objeto de medir la circunferencia de la Tierra, Eratóstenes contrató a un hombre para que midiese a 

s la distancia entre Siena y Alejandría. El valor que obtuvo fue de 800 kilómetros. Entonces, la 

d de la circunferencia de la tierra es, según Eratóstenes: 50 800Km = 40.000Km 

г que resulta increiblemente cercano al real, que es de 40.074Km (considerando el diámetro 

istre igual a 12.756Km), a pesar de la probable falta de exactitud de la medida de la distancia entre 

ha y Alejandría. 


О: centro de ambas 


А y B: puntos de corte 


T: Punto de contacto 
T, 


T: Punto de contacto. 


c 


GEOMETRÍA 


NOTA L E 


_ Son dos circunferencias secantes, tal que las tangentes trazadas por un punto de corte forman 
ngulos de medida 90°. 


tepresentación gráfica: 


: Recta tangente a la circunferencia 
de centro О, 
|; : Recta tangente a la circunferencia 


de centro O; . 


demás se cumple 


rema: La recta que pasa por los centros de dos circunferencias secantes, biseca al segmento y 
a los árcos, que tienen por extremos a los puntos de corte de las circunferencias. 


MATEMÁTICAS II 


GEOMETRÍA 
DEMOSTRACIÓN ma: Toda recta que corta a dos circunferencias tangentes exteriores y pasa por su punto de 
contacto, determina en éstas arcos de igual medida que se encuentran a distintos lados de 
la recta. 
Si T es punto de contacto 
- W Entonces: 
201702000. г na: Si una recta corta a una de dos circunferencias concéntricas en los puntos A y B y es 
tra en el punto T, entonces AT = TB. 
3 m<PO,0, = «0030, - a tangente a la otra en el pi 
+ m«PO,0; = m«Q0;0, - : р 
^ ema: Si una recta corta a una de dos circunferencias concéntricas en los puntos M y Q y a la otra 
= X АПА ШЕ Central: enlos puntos Ny B entonces ММ = РО. 
T es punto de їапдепсїа. 
Además APO,Q (isósceles) : 


СЕ 


C, 
T : Punto de tangencia 
d "T : Tangente común a C, y C; 


OM: bisectriz, altura y mediana 


Teorema: Toda recta que corta a dos circunferencias tangentes interiores y pasa por su punto il 


contacto, determina en éstas arcos de igual medida que se encuentran a un mismo lail 
de la recta. 


ө 
Si T es punto de contacto 
5 Entonces: 


B 


b) 


e) 


MATEMÁTICAS II 


A, B, С y D: Puntos de tangencia 


T 1 Ts : Tangentes comunes aC, y C} 


A, B, C, D y T: Puntos de tangencia. 


"Lj, Lj y Lj: Tangentes comunes a Су y C; 


AS) 


Si: A, P y B son puntos de tangencia. 


Entonces: 


GEOMETRÍA 


Por el punto de contacto P 
Trazamos la recta tangente Comán "17", entonces. : 
{ПАВ = {м} 
Como A y B son puntos de tangencia: 
MA-MP-MB-m 


Luego de completar medidas angulares en los triángulos isósceles АМР y PMB; 


en el ДАРВ: 
a+(a+f)+p=180* 


> au+p-90 


m«APB = 90° 


* 


EJERCICIOS DE APLICACION m) 


Calcule la longitud del diámetro de la 
circunferencia mayor. 


O 


Rpta.: 


Según el gráfico calcule el semiperímetro 
del triángulo APB si A y B son centros. 


Calcule la distancia del segmento que une 
los centros de la circunferencia % y &; si 
las circunferencias son tangentes exterio- 
res y sus centros son colineales. 


Calcule el semiperímetro del triángulo que 
tiene como vértices a los centros de las 
circunferencias tangentes dos a dos 
mostrados en la figura. 


Co 


5 


7. 


MATEMÁTICAS II 


es 
Calcule el valor de x si T es punto de tan. 
senes. t 


Si T es punto de contacto de las circunfe- 
rencias, calcule el valor de x. 


9] 
+4° 
Rpta.: — 


En el gráfico A; B; C; D son puntos de tan 


gencia. Calcule el valor de x. 
EL +19 


| 
ас 
HE 


En el gráfico A, P y B son puntos de tan- 
gencia; calcule el valor de 0. 


A B Е 


GEOMETRÍA 


Se pide: x 
+ Se traza la cuerda común ОР; ahora se observa: 
En C;: ZN es un ángulo inscrito-> mPQ-2x 
En С, : ZPQM es un ángulo semi - inscrito > mZPQM = x 
En АРОМ: mZNPQ =x + x = 2x 


En C, : NP y NQ son tangentes, entonces: 
NP = NQ y mZNPQ = mzPQN = 2x 


En el ANQP: 5х = 180° 
2 х= 36° 
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MATEMÁTICAS II 


Se pide тйр = x 
Se traza la cuerda comün HT ; ahora se observa: 
En C, : ZPHT (inscrito) > mzTHP = 100° 
En C; : ZTHP (ex - inscrito)  mMHT =200° + máT=80" 
En C}: ZHTP (semi- inscrito) -> mZHTP = 40° 
En C, : ZHTP (inscrito) 
mÉP = x = 2(40°) 


х = 80° 


GEOMETRÍA 


Se pide "x" 


Como las circunferencias son tangentes interiores se cumple: 
mTP-mTQ -20 
" 
Ahora se observa: 
ZTPN: ángulo semi - inscrito -> mZTPN = 0 
“ТОО: ángulo central -» т/0 = 20 
АТОО: isósceles > mQ = mzT = 90° -0 


Finalmente en el APHQ: 
x- 90-0 + Ө = 180° 


х= 90° 


Si 0,0, esradiocomún 


Además: AO, BO, : Equilátero 


Por la propiedad dada: 
mBO;C = 120° 


Еп C; : ZBTC es un ángulo inscrito. 
mZT = 2% 600 


En C, : ZBTQ es un ángulo exterior 


GEOMETRÍA 


Se pide ч” 
Datos: AN-18 y NH-6 

Se traza: OPLAN —AP-PN-9 

Se traza: OM —mZM = 90° yOM = R - 15 


Como las circunferencias son tangentes, entonces: О, N y Q son colíneales 
(ON = 15yNQ = г) 


Ahora AOPN es notable de 37* y 53° (ON = 15 y PN = 9): 
mZONP = 53° 


Finalmente ANHQ es notable de 37° y 53° 
po tes 10 


MATEMÁTICAS II 2 GEOMETRÍA 


Dato: PT = TM 


Se pide: x 


Como PQ es tangente común y las circunferencias son tangentes exteriores en 
"T" se cumple: mZPTQ = 90° 


En el gráfico se observa que MH es diámetro: 
100° mTH = 180° — mTH = 80° 


Ahora se observa que: 
APQM: isósceles (QT : altura y mediana) 


Como las circunferencias mostradas son tangentes; además TQ y РО son lii 
tangentes, ésto sugiere trazar por “Н” la recta tangente común "Шу que con 
TQ en*N" y РО en*B". 


Entonces: mM = 40° y mZPQT = 50° 


En G el ZPQT (2 semi-inscrito) > mTQ = 100° 


Por propiedad: 
Еп С\: mZN + 80° = 180° > mZN = 100° 
En C: mB + 140* = 180° —> mZB = 40° Быр ind 
40°- 100% x 
Ahora en el ANBQ: 2 


х + 40° = 100° 
х = 60° 


х= 20° 


Resolución: Se pide: mBC-x 


T d m MATEMÁTICAS И ? 2 = ааа 
Ahorasetraza ОТ у ОВ; se observa que: 

- ЛАТО: isósceles -> mZTOA = x y mZBTO = 2x 

-  ATBO: ТО = ОВ — mZTBO = 2x 

- En C,: ZTOB (4 central) > mzTOB = 2x 


En el APTC: x=a+0..... 


Como las circunferencias son tangentes exteriores en "T" se sugiere trazar li 
tangente común “L,” que corta a QC en “М”. 


Ahora se observa que: E Бае 
- EnG: ОРТ (Z inscrito) > mQT-2a л x=30 
- EnG: ZVTN (Z semi- inscrito) + mZPTN = а + 20° 
- Ed NT y NC son tangentes + NT = NC y mZNTC = 0 
Finalmente en "T" 

9.10420 «x =180° 

x 


х = 80° 


Se pide "x" 
Sea: mÁC-2u y mCD-20 


De los datos: 
-  AB//EC— mAC- mBD-2a y mZFDC- x 


-  mÁCD-150 a + 0 = 75° 
Por la propiedad de circunferencias tangentes exteriores : 


Se pide: x mCD-mDE- 20 
Dato: AT-R Además se observa que: 
- . ZBFD: inscrito > mzF = a 
Eng: ZTAO (2 semi — inscrito)  mAT-2x pee xo m amant SB 
- : semi — inscrito > mZBED = 75^ = 
Como las circunferencias son tangentes exteriores en “T” entonces: Finalmente en el AFED: 
mAT = mTB=2x x=a+0=75 


242 " ы 


Resolución: 


Piden: x 


Dato: mBLC-mBD-140* > a-0=70* 
= 2% 


Como las circunferencias son secantes se sugiere trazar la cuerda comin 
entonces: х= m + п 


Ahora por ángulo inscrito, еп: 
6: mZBQc - 22 =a 


Finalmente en el AABQ: 


O+n+m=a 
x 


x=a-0 
x-70* 
244 


GEOMETRÍA 


Por ángulo semi-inscrito en: 

©: mQN = 2(50°) =100° 

Q: mPN-2x y mTP- 2(80°) =160° 
Por ángulo inscrito en: 


©: morn- 2907 -so 


g: mam- DE -x y mZTNP=80° 
Por ángulo semi- inscrito y ángulo inscrito en: 

Q: mTN-2x y mZTQN-x 
Ahora en el АТОМ: 50° + x = 80° 
х = 30° 


245 


GEOMETRÍA 


MATEMÁTICAS II 


E 


mHLQ=x Se pide: 


/ Dato: 


Dato: H, T, P y Q son puntos de tangencía. 


Se traza Q0, ОВ y ОВ 
ОО = В = ОВ = BO (AQOB: equilátero) 


. Сото “О” es punto de tangencia -> 00 1 ОС 


Como en el gráfico se representan a circunferencias tangentes; se sugiere trazar 
rectas tangentes comunes ( Lj por “H” y L, рог “Q”) hasta que se corten en 8 
Ahora: 

Н y T son puntos de tangencia, entonces: mZT = mZTHA = a 
P y О son puntos de tangencia, entonces: mZQPB = mZPQD = 0 
En el ATNP se observa que: 0 = 40° + a 


Ahora por propiedad (><) 
а+т4С= 40°+ 0, 
40а 


En el cuadrante ООС: 
mZABQ = 45° 
Se traza QN ; сото AN = МВ у Q es centro; se cumple: 
mZQNB = 90° 
AQNB es notable de 45° y 45°; entonces: 
QN-NB-a 
CIQNBO: Trapezoide simétrico: 
m2ZQON = mZBON = 30° 


mZC = 80° 


Finalmente сото CH у СО son tangentes; entonces: 
m2ZC + mHLQ - 180* 
c ndr: Ahora finalmente se observa que ZMOB es un ángulo central: 


x = 100° . х= 30° 


MATEMÁTICAS II 


GEOMETRÍA 


Piden: x 
Dato: т PD = 100° 


Como AC y BD son tangentes comunes exteriores entonces: 
AB // CD y mZ BCD = x, 


Ze 


Como RM y ON son tangentes comunes; entonces С, O, y O, son colinenles 
además CO, es bisectriz del mZMCN 


Como AP y AR son tangentes; entonces AO; es bisectriz del ¿PAR 
Por propiedad de circunferencias secantes: 0,0, 1 HD 


Ahora para el AABC se observa: 
АО, : Bisectriz interior 
CO, : Bisectriz interior 


Jo maie з ИТ 


Finalmente en el AO,ST: 
90° + x = 115° 


х = 25° 


Й Е 248 ТЕНГИ 


Piden:x solución: 


Datos: m CD = 120 
Cuando las circunferencias son tangentes se sugiere trazar la tangente común; 


gracias a ella se deduce que: 
mCD - m BC 


EnelAACEsean: mZ A = a у mZ C = 0; entonces: 


* 2a +260 +120° = 360°...Сігсипѓегепсіа @ 
a+0=120 lución: 


Finalmente en el A ACE: x=60 


GEOMETRÍA 


Como las circunferencias son secantes se recomienda trazar la cuerda común BC. 


Luego en el cuadrante se deduce: 

*  OA-OB-R > mZOBA -45. 

* — mACB-90 — mZBCD = 45...(/ Ex-inscrito) 
Ahora en la circunferencia: #ү 
mZBND = M2 = m2 BCD = 45...(4 inscrito 
Finalmente en el ABNQ: x=90 


„Piden: x 
Dato: m ABC =240 — m ADC =120 

Como hay circunferencias tangentes es bueno trazar las líneas que unen sus 
centros. Se observará que mZ O, = 120 ( central). 


GEOMETRÍA 


MATEMÁTICAS II 


Calcular el valor de x 5. En la figura; B es punto de tangencia y 
mÁD = 70°. Calcule mCD. 


A) 20* с, 

B) 30° | 
= a a (NA 
B)65* С) 64° ыен Ж B 


E)90* E) 70* 


Sean:mZP =Ө ymZQ = a; entonces: 
mZPAO; =0 ^ mZAO,D 
mZQCO; =a ^ mZ CO 


0 (APAO;:isósceles). 
=2a (AQCO; isósceles). 


Ahora en los triángulos: 
010,03: 20+ 2a + 120—180 > а+0=30 
PHQ: х+Ө+а=180 
30 
2х=150 


QyT tos de t; ia, 
a о СЄ figura “B" y “C” son puntos de 


tangencia. Calcule la АРВ. 


140° 
A) 200° 
zx B) 220° E 
x C) 230° E P 
D) 210° 
B) 120* С) 130° E 
1127 їй Й 


| mPD = 100°; A, В, Cy D son puntos de 7. Enla figura: P, Qy T son puntos de tangencia, 
gencia, calcular el valor de x, SiR = 18cm, calcule el perímetro de la región 


Piden: x 
Dato: m АС =a y mBD =b 


Como las circunferencias son congruentes, entonces: 


m FPE = m FQE 7 triangular ABC. 
A Ew р 
Además: т ЁРЕ =2x...... Z ex— inscrito. ÑO A) 36cm E 
Ahora prolonguemos AB y CD hasta que se corten en “N”; luego: B) 24cm 
C) 18cm Q 
D) 29cm 
E) 25cm 


Si: mÁC = mDB = 40° y CD = DP; P es punto 
de tangencia; calcular x 


Porángulo exterior en ambas circunferencias: 
a-2x 2x-b 


mzN- 


2 2 


0. SiP yQ son puntos detangencia; calcular x 


А) 45° 
0) 53° 


В) 40° 


С) 30° 
Е) 60° 


10. Según la figura, тАВ = 20°; calcular el valor 
dex. A 


Ар\в 
ү 


| 


e 


А) 30° В) 35° 


0) 45° 


С) 40° 
E) 60° 


11. Enel gráfico, mANP = 60"; calcule тАМР. 


с 
р 
А B 
А)70° B) 100° C) 80* 
D)110* E) 90* 


12. Calcular mDNB 


D 
m. 
EA н 
d ® 
l moy 
A) 110° 
D) 140° 


B)120* C) 130* 


E)150* 


MATEMÁTICAS II 


13. 51 AB // CD y mQC = 75°; calcular la mÀC 
(AyCson puntos de tangencia) 


A) 150* 
0) 100° 


В) 75° 


С) 95° 
E) 90° 


14. En la figura mostrada, las 3 circunferenclar 
son congruentes; además A, B, C, P y Q soil 
puntos de tangencia. Si AB = 4, calcular "PQ" 

E: 


9 
ad 
i А 


A443 B)6 C)10 
D) 243 E)8 


15. En el gráfico mostrado: В Q, T, R y $ 


puntos de tangencia y mPT = 110. 
Calcular “x”. | 
Р, 
А Q S 
А) 125° В) 140° С) 110° 
D) 145° E) 150" 


16. Si: тАВЁ = 140° у mCBQ = 120°, calcular 
valor de x. 


Si: A, B, C, D y T son puntos de tangencia y 
AT = 2(ТС), calcularel valor dex 


D 


A 
А) 120° В) 150° 


D) 127° 


С) 143° 
Е) 135° 


|. Si P Qy T son puntos de tangencia, calcular el 


А) 70° 
р) 110° 


tangencia. Calcular la suma de las medidas de 
los menores arcos TE. NP y ММ. 


A) 280° 
р) 360° 


В) 540° C) 270° 


Е) 290° 


En el gráfico, E es punto medio 0,0, y 
AB 


6 — 
"R “5 Саісше mBE 


A) 120° 
D)90* 


В) 74° С) 106° 


Е) 60° 


GEOMETRÍA 


21. Si las circunferencias mostradas son 
ortogonales, T y P son puntos de tangencia, 


TP - TQ y L///L; calcular el valor de x. 


A) 90° 
D) 53° 


В) 75° C) 60° 


Б) 45° 


En la figura: М, N, E D, Q y P son puntos de 
tangencia, Si el lado del triángulo equilátero 
ABC mide 6, calcular “PQ”. 


A) 2 
B) 4 
©) з 
D) 2,5 


E) УЗ 


Si B, M, N y C son puntos de tangencia, 
calcular la mBPC. 


A)140* 
D)90* 


B) 160* C) 200* 


Е) 150° 


Si en el gráfico: m2POC = 2(тАР), calcular 
mAP 


A) 30° 
B) 22,5* 
C) 36° 
D) 45° 
E) 60° 


* 


MATEMÁTICAS [1 


25. 


26. 


27. 


28. 


SiCyTsonpuntosdetangenciaymPQ = 40%; 29. Según el gráfico; calcular mAB . S| 
calcularel valordex mTP - mAP = 50°. “Р y T" son puntos de 
tangencia. 
с 
9 $ A B 
A) 40° B) 80° С) 60° 
D) 100° E) 70° A)50° B) 80° ©) 100° 
=з d) 90° Е) 120° 
En el gráfico, mPT + mPL = 
puntos de tangencia, calcular el 30. Si Tes punto de tangencia; calcular “m FMP". 
D T 
C) 
P 
А)45° в) 55° oeo A) 120° B) 90° С) 150° 
0)75° Е) 61° D) 135° Е)115° 
En la figura: A, B, С, D, M у N son puntos de 37. Calcular el valor de x. Si: mDE = тЇ 
tangencia. Calcular “x”, si mAB- mCD = 110° mfG = mGH y mAB + mBC = 180°. 
c 
B, / 
H 
А G 
D 
A) 35* B)45* С) 55° т 
D)65* E) 70* А) 22,5° в) 30° C) 60" 
р) 15° Е) 45° 
Si R Q, М, N, Ty Н son puntos de tangencia, 
calcularel valor de "x". 32 Si T, R Q y N son puntos de tangencla 


45° B) 60° С) 75° 


Е) 53° 


Calcular AH, si = 2, además A, T, BQ, Мум 
son puntos de tangencia y BM // AT. 


cuales se cortan en O y P; una circunferencia 
Че centro O y radio PO corta a las otras dos en 


A y B; calcular mAB. 


) 90° + B) 120° 
D) 150° 


C) 180° 
Е) 270° 


Si en el gráfico О, P y T son puntos de 
gencia; calcular el valor de x. 


GEOMETRÍA 


37. Del gráfico; calcular la razón de los radios de 
las semicircunferencias, si HP // AC. (T y P 
son puntos de tangencia). 


D=P 


MA 


B342 о 
4 


A 


а 


A) 3 
2 


589) 


КТЕ 


E) уЗ 


2 
38. Si ABCD es un paralelogramo, C y D son 
puntos de tangencia; calcular m АВ. 


39. En las semicircunferencias mostradas: m AB 
+ m CD = 80. Calcule el valor de “x” 


в! с 
A)80 B) 60 C)40 
D)25 E)50 


40. Enlafigura mostrada: m AB = 40, A, ByCson 
puntos de tangencia. Calcule el valor de “x”, 


A)40 
B) 80 
C)70 
D)50 
E) 65 


41. Si: A, Р y Q son puntos de tangencia, О es 
centro, m AP — 80, calcule el valor de "x". 


A)40 
B)80 
C)50 
D)60 
E)85 


42. En la figura: B y E son puntos de tangencia, O, 
0, yO;son centros, m BE =110y m ЁС = 
120. Calcular mZ O;BE. 


A)5 

B) 10 

©) 25 

D)15 

E) 20 $3 € 


43. Del gráfico, calcular la m ВЕС, sim AB = 80 
y m DEL = 100. 


E)30 F 


44, Sim BLC - m ВЮ = 140; calcular el valor de 


x 


^» 


L 
A) 70 
B)80 
€) 60 
D)65 
E)75 A c 


45. En la figurasm DC-— 80, m DS = 40, Ty Sson 
puntos de tangencia. Calcule m4 TAS 


A) 20 
B)30 
0)35 
D) 40 
060 A 


40. Dos circunferencias de centros O, y O, se 


intersecan en los puntos P y Q. En los arcos 
mayores PQ de cada circunferencia se ubican 


los puntos A y B, respectivamente. Si m AP = 
40, m РВ = 50 y la suma de las medidas de 
los arcos menores РО es 110, calcule mZ АРВ. 


A)90 
D)110 


B)95 C) 100 


E) 120 


47. Si T y P son puntos de tangencia, calcular li 
medida del ángulo entrelas rectasm yn 
100* 


A)40 
D)50 


B)80 


C)30 
E)20 


48. En la figura, las circunferencias son ortogoni- 
les, Py Qson puntos de tangencia. Calcular^y", 


A) 30 $ 
B) 40. 
C) 45 
D) 60 
E) 75 


49. Los radios de dos circunferencias весе 
miden 6 y 8. Las tangentes de ambas circunfe- 
rencias en uno de los puntos de contacto 101 
perpendiculares entre sí. Calcular la ашаа 
entre los centros. 7 


A)5 
D)10 


B)20 o2 


E)14 


50. En un cuadrado ABCD la circunferencih 
inscrita tangente en M, L, F y Qa AB, ВС, 00. 
AD respectivamente. Se traza NC (N « МІ), 
МС с ЇВ = (P), NL = PF. Calcule la тей 
del ángulo determinado por LQ y NF. 


A)53 
D)90 


B)60 975 


E)45 


адга 
Conocer las denominaciones que tienen las posiciones en que. 
polígono respecto a una circunferencia, 

Conocer las propiedades del triángulo rectángulo y del cuadrilátero cuando esi 
circunscritos FUR circunferencia. e 
Conocer las propiedades de los cuadriláteros inscritos en una circunferencia. - 
Conocer uno de los criterios para establecer si un cuadrilátero puede o no inscribirse 
en una circunferencia. ж 


| obra más conocida de Poncelet, fue publicada en 1822. Sus antecedentes más próximos están en 
bajos de tres matemáticos del siglo XVII, Desargues, Pascal y La Hire, trabajos que habían recibido 
a atención durante el XVIII, demasiado ocupado en administrar el legado de Newton. 


atado de Poncelet está centrado en tres ideas, La primera es la de figuras homólogas. Dos figuras 
In homólogas si una de ellas procede de la otra mediante una sucesión de proyecciones y secciones. Se 
ta luego de encontrar para cualquier figura su homóloga más sencilla, estudiar еп ella las 
lopiedades invariantes mediante sección y proyección. 


| segunda es el principio de continuidad: si una figura deriva de otra mediante un cambio continuo, 
ida propiedad de la primera vale para la segunda. Veremos cómo este principio proporciona un 
jrolario del teorema de Pascal, Este teorema afirma que los puntos de intersección de los pares de lados 
puestos de un hexágono inscrito en una cónica están en línea recta, (Ver figura) 

ünque sirvió para llegar a resultados correctos, el principio de continuidad provocó reticencias entre 
nos matemáticos, que lo consideraban una inducción un tanto atrevida, El mismo Cauchy se 
itió hacer sobre él algunos comentarios jocosos. 


era idea es el principio de dualidad, fundado en la correspondencia entre polo y polar relativa a 
à cónica: si una afirmación sobre figuras planas es cierta, e intercambiamos en ella las palabras 
Into" y "recta", así como las relaciones de incidencia (punto perteneciente a una recta por recta 
teniendo un punto) la nueva proposición también lo es. Joseph Gergonne (1771-1859) aclaró que el 
into de vista de Poncelet requiere la mediación de una cónica, mientras que el principio de dualidad es 
neral, aplicable a todo teorema que no mente propiedades métricas. 


in MATEMÁTICAS II GEOMETRÍA 


Es aquel que tiene todos sus vértices sobre una circunferencia. 


Es aquel que tiene todos sus lados tangentes a una circunferencia. 


Se observa que: — (c-r)«(a-r)-b 


г. RESET 


-  Siuna figura A está inscrita en otra figura B, entonces la figura B está circunscrita a la 
figura A. 

- El radio dela circunferencia inscrita en un polígono es el inradio del polígono. 

-  qodotriángulo posee una circunferencia inscrita y un inradio. 

- El radio dela circunferencia circunscrita en un polígono es el circunradio del polígono. 

Todo triángulo posee una circunferencia circunscrita y un circunradio, 


ma de Pitot: 


Teorema de Poncelet: 


La suma de longitudes de los catetos de un triángulo rectángulo es igual a la suma de la longít 
de su hipotenusa y el doble de su inradio. 


Circunferencia Es 
inscrita al ds 
cuadrilátero NI 


Circunferencia inscrita al 
triángulo rectángulo 


AIL а D 


ICD: Cuadrilátero circunscrito a la circunferencia 


[a*c- P р: semiperímetro del D ABCD 


r: inradio del AABC 


Los ángulos opuestos de un cuadrilátero inscrito en una circunferencia son suplementarios. 
B 
DEMOSTRACIÓN: Utilizando el siguiente teorema: ESL. ABCD: Cuadrilátero 
Q Inscrito en la 
A \ circunferencia 


Ay B puntos de tangencia 


cOPACBBO 


La suma de longitudes de dos lados opuestos de un cuadrilátero circunscrito a una circunferen- 


GEOMETRÍA 


E Еа $ E MATEMÁTICAS H 
Existen diversos criterios para determinar si un cuadrilátero es inscriptible, de entre los cuales, en 


DEMOSTRACIÓN: 
Por el teorema del ángulo le parágrafo, se ha escogido el criterio del reciproco de las propiedades del cuadrilátero inscrito. Es 
ерау si en algún cuadrilátero se cumple al menos una de las propiedades del cuadrilátero inscrito, 
реа == tonces dicho cuadrilátero es inscriptible. 
mBCD = 20 ^ mBAD = 2a. 
Estas ideas están ordenadas en los siguientes teoremas. 
= 20422 - 360 
orema: 
+ [040 =1800) Todo cuadrilátero en el que los ángulos opuestos son suplementarios, es inscriptible. 
'orema: 
Todo cuadrilátero en el que un ángulo interior mida igual que el ángulo exterior en el vértice 
Teorema: Justo, es inscriptible. ra 
/ 


Un ángulo interior de un cuadrilátero inscrito en una circunferencia mide igual que el ángulo 
ma: 


Todo cuadrilátero en el que un lado y una diagonal determinen un ángulo de igual medida que el 


exterior en el vértice opuesto. 
zulo determinado por el lado opuesto y la otra diagonal es inscriptible, 


B 
с ABCD: Cuadrilátero 


N Inscrito en la 
- circunferencia A continuación se muestran algunos de los cuadriláteros inscriptibles que se presentan con mayor 
Se cumple: encia en los problemas. 


Cuadrilátero con ángulos opuestos rectos. 


ud 


Teorema: 
El ángulo entre un lado y una diagonal de un cuadrilátero inscrito en una circunferencia mide 


igual que el ángulo entre el lado opuesto y la otra diagonal. 
Trapecio isósceles 


ABCD: Cuadrilátero 
Inscrito en la 
circunferencia 


Se cumple: 
Cuadrilátero cuyas diagonales son dos alturas de un triángulo. 


A veces es posible construir una circunferencia que pase por todos los vértices de un спа 
quedando este inscrito en tal circunferencia. Cuando es posible esta construcción, es decir cuan. 
posible inscribir un cuadrilátero en una circunferencia, se dice que tal cuadrilátero es inscriptible 


= : -. 


> Cuadrado 
+  Rectángulo 

| NOTA ЕТЕРІ 
| Teorema: р 


Dada dos circunferencias que se cortan en los puntos A y В y dos rectas que pasando por A 
y В cortan a las dos circunferencias, entonces las rectas que pasan por los puntos de corte | 


determinados en la misma circunferencia son paralelas. 


Se cumple: 


GEOMETRÍA 


EJERCICIOS DE APLICA GION DS 


5. Si el cuadrilátero ABCD es inscriptible; 
calcule el valor de а. 


Según el gráfico, calcule el valor de a. 


De acuerdo al gráfico calcule elvalor de x. 


' \ 
4x 


| 


Rpta. 


Rpta. 


ul 
Según el gráfico, calcule: Е = «39 50 
[x 


Dela figura, calcule 0 + p. 


Según el gráfico, calcule el valor de 0. 


AS 
50°+7° 


PROBLEMA 1 Se tiene un trapecio ABCD inscrito en una circunferencia de centro O; 
prolongación de СО corta a AD en P; calcular mZCPD, si mZPCD = 
AB=BC=DC f 


Resolución: 


Se pide "x" 


Se traza BT y se observa que OBTDC está inscrito; se cumple: 
mZPBT = mZTDC = 80° 


Сото mZTPB = mZTQH = 0; entonces OPTQB es inscriptible 


x=m2PBT 
" Si un trapecio está inscrito en una circunferencia, entonces dicho trapecio ев 
, isósceles; según el dato AB = CD entonces BC y AD son las bases. х = 80* 
Piden “x” 
Dato: AB = ВС = CD АВ // DG, calcular el valor de "x" 


Como BC//AD : mZBCP = x 


Se traza OD y OB se observa que: 
OB-OC-OD-r 


Además: AOBC = AOCD (L - L — L) 


^ х= 50° 


PROBLEMA 2 Si T es punto de tangencia; calcular x 


GEOMETRÍA 
Se pide “x” 


Como AB // DC: 
mZBAD = mZCDE = 6 


2x+mi+n=a+b+c+d 
E M 


Trazamos QE; se observa que Г1АВОЕ está inscrito, luego: 10 40 
mZEQC = mZBAD = 0 Eris 
Como AE es una semicircunferencia, entonces: x=15 


mZAQE = 90° 


Ahora se observa ПОСЕ es inscriptible (m4CQE = mZCDE = Ө): 
mZDQE = mZDCE = x 


En “Q”: Зх = 90° 


х = 30° 


Se pide: 
Dato: a+2b=8 y CN=MN 


Sepia A Por propiedad; como Q, T, P y M son juntos de tangencia: 
-BT-a 
De los datos: a+b+c+d=40ym+n=10 LESE 
PD=MD=d+n 
Como en el problema se observan circunferencias inscritas en cuadrilátero»; 4 
sugiere utilizar el teorema de Pitot. CN=MN=m+d 


Фат 26 e, Y 


MATEMÁTICAS 1 


Por teorema de Poncelet (AMND) 
т+ё+и=@+и+2Ь 


Se pide: “r” 

Dato: R-b-12 

Como mZA = mZB = 90° y H, P y T son puntos de tangencia: 
AT=AH=HB=BP=R 

Como В N y T son puntos de tangencia: 
QN=PQ=b;TD=DN=c y QD=b+c 

Como ABCD es un rectángulo: 
AB=CD=2R y QC = c- b (AD = BC) 


Por el teorema de Poncelet (AQCD) 
2R+c-b=b+c+2r 
ZR-Zb-Zr 


r-R-b-12 


GEOMETRÍA 


Se pide "R" 
Dato: mQL-90* y a?+b?=100 


Se traza ОР; se observa que: 
ЛОАР = ЛООР (L- A-L) > ОР = AP = a 


Se traza OL y QL ; se observa que: 
OQ = OL = R y mZQOL = 90" (4 central) 
QL- n2 


Рог сеппа: _ mÁQ = mZAOQ = 2a 


Por Zinscrito: mZALQ — "e =a 


DOPQL: incriptible (mZPLQ = т/РОО = a): 
mZQPL = mZQOL = 90° 


Ahora en el APQL: teorema de Pitágoras 
(RV2)? =a? +b? 
2А? = 100 


R=5/2 


MATEMÁTICAS П 


Se pide : x 
Como ABCD: cuadrado — AB = AD = c 


Como QBPH : inscriptible (mZB = mZQHP = 90°) 
mZQBH = mZQPH = 2x 


Se observa en “А”: 
mZBAM = 90° -х -» ЛАВН: isósceles 


Finalmente el ЛАВМ es notable de 53°/2 (ВМ = 2AM) 


х = 26730" 


GEOMETRÍA 


Se pide: x 


Como AB = BC; 
mZBAC = mZBCA = а 


Como BC // AD : 
mZCAD = а 


Ahora prolongamos Dc y АВ hasta que se corten еп “Q”; se observa que: 


AAQD: isósceles (AC: altura y bisectriz); entonces: 
CQ-CD-6 


BC : base media del AAQD (BC // AD y QC = CD) 
AD = 10 


Luego el AACD es notable de 37° y 53° 
АС=8 


Finalmente por teorema de Poncelet (AACD) 
8+6=10+2x 


GEOMETRÍA 


Se pide: mPQ-x 


Se traza AP y se observa que АРЕН: Cuadrilátero inscrito. 
Indicando en el gráfico los datos respectivos se observa que: E mZPFH = mZPAH = 90° 
AAPH es notable de 45° у 45° 


Entonces: AP // ОВ 
AP = PH y mZPAH = 45° 


Ahora como DA y DB son tangentes: 
тАВ + т/р - 180* 


mAB = 90° 


Además: ЛАРС = AHPB (L — A – L), entonces: 
mZPCA = mZPBH = а 

еназа Dado que AP // QB se cumple que: 

х = mZPHB SOLAR 


x-90* 


Se pide "x" 


Se sabe que AB = AC, entonces AM es mediana y altura: 
mZAMC = 90° 


Сото АС es tangente común y las circunferencias son tangentes en P si 
cumple: 
mZAPC = 90° 


Luego APMC es un cuadrilátero inscriptible: 
mZPCA = mZPMA = a 


Ahora se observa que: 


R+r 


Sea: CQ=a у PQ=b 


Datos: PB=BC=CQ=a 
BC-PQ=8 >a-b=8 


Сото: ВС = СО = а — mZABC = mZBQC = 0 
Сото: СВ = BP =a — mZACB = mzZBPC = a 


Ahora sea: QL=m >LC= 
LP =n > LB-a- 
En el ДАВС: а + 9 = 135° 
En el DAQLP: a+0=m4L + 45° — mZL = 90° 
Luego por teorema de Poncelet 
AQLP: m+n=b+2r ..... (0 
ABLC: а-т+а-п=а + 28 ..... ap 


Sumando (1) y (I): 2a=a+b+2(R+r) 
a-b =2(R+r) 
E 


х Rtr 


Dato: a-b=4yAQ=5 
ABCD: cuadrado 
Se prolonga PB y se traza CL PB" 


Ahora se deduce que ACLB = ABPA (A —L-A) 
CL=BP=a y LB = РА = b 


Como PLCH es un rectángulo: 
L1C=PH=a>AH=a-b=4 


Luego se deduce: 
En el AAHQ: QH=3 
En el CIPLCH: a+b=R+3 


Por el teorema de Poncelet (APBA) 


а+Ь = В +2г...(1) 
R+3 


R+3=R+2r 
r=15 


GEOMETRÍA 


Se pide: “x” 


Se sabe por teoría: 
АВ = СО =/ 
АО = OD = ry mZA = т/р = 90° 


Ahora se observa que AOAB = AODC (L-A -L) 
mZABO = mZDCO = р 
ОВ = ОС > mZOBC = mZOCB = x 


Como CD у СЕ son tangentes: 
mZDCO = m4ECO = f 


Luego Z7OLBC: Inscriptible (ОСІ, = mZOBL = f) 
mZOLC = mZOBC = x 
mZALO = mZOCB = x 


GEOMETRÍA 


Resolución: Piden: x. 


Dato: mz ВАС = 50 


AABCD: inscrito; entonces: 
Ahora tracemos la bisectriz CO y el radio OM, luego se deduce met A DE 
(Propiedad de los ángulos 
formados por bisectrices) 

* mZCMO = 90... (M: punto medio). 

* Z7CNMO: inscriptible: -> mZCNO = mzCMO - 90 


ADNCE: inscrito; entonces: 
mZ DNE = mz DCE = 0; 
mZ СМЕ = mZ СОЕ = x. 


Finalmente en el A ANC: 
x=65. 


Een cu EAE, 200 a a 


Finalmente se observa que Z1AEND es Inscriptible (m4 A = тг END = 0) 
-x=70 


MATEMÁTICAS II 


ción: Piden: x. 
Datos:m СОЕ = 70 y т АЕ = mEM 


Luego de hacer el gráfico correspondiente, tracemos PQ // AB tal que РО = АВ, 
luego se deduce: 


7 
Como las circunferencias son secantes tracemos ET porque sabemos que: 


LT ABPQ: Paralelogramo + ВО = AP = т y mz BQP = 0 ETLAB y mEM- m MT 


£7 PQCD: Paralelogramo =» QC = PD = n Ahora se observa que: — 
AAPD= A BQC (L. -L - L) -> mz BQC = y * AM // FT (m AF = m MT = о) 
Ahora se observa que Р > т/Р=х.. 
7 PBQC es inscriptible (mz ВОР = mz ВСР = 0). 
—xy- 180 y 
T * mZ TEB = x..... (7 FDET: inscrito) 


i3 mz ore - 20-35 CE inscritos). 


+ mZQTE= = mZB......(Z inscrito #3). 


2 
Finalmente en el AEHB : 


x=55 


Sea m QM = 20; entonces: 
mz ОАЕ = 0. 
mZ TBN = m QM = 20... (M f Q son puntos de tangencia). 


Como "O" es centro se deduce que BO es bisectriz. 
Finalmente se observa que С7АОСВ es inscriptible; entonces: 
x=46 
гла = 92 


GEOMETRÍA 


bi " 
Calcular “x” si: АВ = 24; BC = 7y AD- 20 5 Se tiene un triángulo ABC, la circunferencia 
» B inscrita es tangente a AC en "T" y АВ 13, 
Ф ВС = 14 y AC = 15. Calcular AT. 


А)7 
D) 10 


В) 8 С) 9 
E) 11 


Calcular el valor de “x” 


A) 80° 
D) 140° 


B) 100° С) 120° 
E) 160° 


Calcular x 


A) 16 B)17 С) 18 
р) 19 Е) 20 


Calcular "x" si: AB = 7; ВС = 4, AD = Ву 


Ср=3 
P 
D A) 65° B) 50° C) 40" 
D) 35° E) 70° 
A125 BS 91 Д 2 
id Bos 8. Calcular x si: AP = PQ 
Calcular “BC”, si: RB = 2, CD = 4y AD = 6 n 
С NS 
B, ES - 
/ ER 
b 
А р Q B 
B) 3,5 ©) 2,5 A) 15° B) 22° 30° C) 30" 


E)3 D) 18° 30 E) 26° 30' 


13. 


А) 40° B) 70° С) 50° 


р) 80° E) 60° ^" 
10, Calcule el inradio del triángulo ВСЕ si 
AB = 13 y la distancia del centro del 
cuadrado ABCD a EC es 8, 5 
B c 
E A D 
№1 в) уз c) б 
D) 2 E)3 
15. 
11, Si mBP= 40° y AM = МС; calcular el 
valor de x. 
B 
P 
^ M © 
А) 40° в) 30° C) 20° 
D) 15" E) 35° 
12 Si T es punto de tangencia; calcular el 
valor de x. 16. 


Se tiene un triángulo ABC; las mediatrices 
de AB y BC cortan a BC y AB en M y N 


respectivamente si: mZNMB = 80°; 
calcular mzCAB. 

A) 100* B) 80* C) 40* 

D) 120° E) 150* 


Calcular la longitud del inradio del 
triángulo ABC, si: PB — LQ y BT — 4. 
(В О, L, T: puntos de tangencia) 


B 
Y T 
А о L c 
A)4 B) 2 с? 
р)1 E) 2,5 


De la figura adjunta: BM + CD = 10; 
AP = QD; calcular AB + NC 


B 
M 
N 
e 
A P Q D 
А) 20 B)15 08 
D) 10 E)5 


Si: г + ra + гу = 10, calcular АВ 


En un triángulo ABC, recto en “B” se traza — 2f. 
la ceviana BP, las circunferencias inscritas 

en los triángulos ABP y BPC son tangentes 

en “Q” y “г: a ВР y PC respectivamente. Si: 

ВО = 7 y PL = 3, calcular el inradio del 
triángulo ABC. 


А) 4 B)5 c6 


D)7 E)8 A)18* B) 10* ©) 9" 


D) 14° E)12 
De la figura adjunta: MN = 3, calcular R, 
22 Еп el gráfico mostrado halle el valor de x. 


A) 60* B) 45* C) 75* 
D)45 Е) 2,5 D) 120° E) 90" 


Se ubica el punto P en el interior de un 23. Calcular x. 
paralelogramo ABCD tal que: mZBAP = 
mBCP; calcular: mZAPD + mZBPC. 


A) 90* B) 120* C) 180* 
D) 235* E) 270* 


Si: AB = 10; BC = 1; Ty Q son puntos de 


tangencia; calcular ОН. A) 20* B) 80° C) 50* 


D) 40* E)40* 45 


Un triángulo rectángulo ABC, recto en B, 
de inradio 2 está inscrito en una 
circunferencia C calcular el radio de una 


circunferencia tangente a AB, BC y C. 


А)1 B) V2 o2 
D)2/2 E)4 


EJ 


А 


Calcular x, si тАВ = а у B es puntode 29. 


tangencia, 


о 
а а 
A's B Са 
D) 24 E) 45° + а 


Se tiene un cuadrado ABCD y la 
circunferencia inscrita en el es tangente en 
P y Ta CD y AD respectivamente; BD corta 
al menor arco PT en N y AP corta a la 
circunferencia en M, calcular mMTN. 


А) 90° 
D) 82° 


B) 72^ C)93* 


E)57 


Si A y B son puntos de tangencia, AF // PN 
y MAF = 90°, calcular el valor de “х” 


e 


B) 135° С) 120° 
Е) 90° 


А) 150° 
D) 110° 


Si MNPQ es un cuadrado у LQ = TN, 
calcular el valor de “x”. 


a 
Вга 


В) 63, 5° 


32. 


С) 67, 5° 
E) 75° 


GEOPIETRÍA 


Si: BH — 4y HE — 6, calcular BC. 37. Si: A y C son puntos de tangencia; 


Ec mZzCAB = 60° y mRS = 40°; calcular 

D 
E 

A) 1,5 B)3 ©) 2,5 

0)2 E) 3,5 

Si mAB = mBC A calcular el valor de x. 5i 50* ts ©) 2 

B Si О es el centro del cuadrado ABCD; 
Q 
- 
А) 90° в) 80° C) 120° 
D) 75° Е) 60° 


А) 90° 
D) 75° 


En el gráfico que se muestra, PBQD es un 
paralelogramo, hallar “а + В” 


B) 89° C) 60° 


E) 100° 


. Si el radio de la circunferencia inscrita en el 
triángulo DEC es igual a BD y AP = 6; calcular 
la diferencia de perímetros de las regiones 
limitadas por ABC y EDC (M, В Оу N son 
puntos de tangencia). 


A) 80° C) 40* 
D) 100° E) 120° 


Si ABC es equilátero, AP =a y AQ = b 


B) 50* A6 


B8 

C)10 

D)12 

E)14 Al 


C) 108° 
E) 240° 


En la región interior al triángulo ABC se ubica 
al punto “Q” tal que: m2 АВО = тг ACQ = 
50 y mz QBC = тг QAC = 30. Calcular la 


mz BQC. 

243 Za b) 
А) 60° B) 120° С) 75° Bem) 0 a A)110 B) 120 C) 130 
D) 90° E) 72 D)140 E)150 


D) (а+Ь)/3 Е)а+Ь 


41. Del gráfico adjunto calcular el valor de “x”. 


A)60 

B)45 l, 

С)75 

D)90 

E)53 A 
N 247 


42. Se tiene un rectángulo ABCD; en AD se ubica el 
punto E de modo que los radios de las circunfe- 
rencias inscritas en el triángulo ABE y en el 
cuadrilátero BCDE miden 1 y 3 respectivamente; 
calcular ED. 


А)2 
D)5 


B)3 04 


E)6 


43. Enla figura PBOR es un romboide. Calcular el 
valor de x". 


44, En el trapezoide ABCD mostrado se cumple 
que: BC + DA = 38; además AB + CD = 16. 
Calcular“PQ” y, 


A)12 Р 

B)13 c 
on 

D)10 

E)9 Ё © b 


45. Si mZ РМС = 80 + a; P y О son puntos de 
tangencia; calcularel valor de x. 


A)40 
B)60 
С)50 
0) 45 
E)55 


46. Si P y T son puntos tangencia; HB = 4 (OM), 
calcular el valor dex 


А) 26,5° 


47. Si ABCD es un trapecio isósceles; PC // BD y 
АВ = PC, calcular el valor de x 
x 
А) 18° c 
B) 120° 
С) 15° 
0) 22,5° 
Е)26,5° д; 


48. Si Py О son puntos de tangencia m АР + m 


= 260° y т ВМО = 140; calcular m PMB 
» 


А) 140° 
В) 120° 
С) 150° 
0) 70° 

Е) 110° 


49. Se tiene un cuadrilátero ABCD circunscrito 4 
una circunferencia de centro “О”, tal que 
mZB = 90% AD = OC = 13 y AB + CD = 10 
Si "M" es el punto de tangencia con IC, 
calcule la medida del inradio del triángulti 
OMC. 
А)1 
р)4 


В)2 c3 


E)5 


50. Un trapecio escaleno de perímetro 40, enli 
circunscrito a una circunferencia. Si 14 
distancia entre los puntos medios de «i 
diagonales es 3, calcular la longitud de la bant 
mayor 


А)10 
D)13 


В)11 С) 12 


Е) 14 


unferencia de los N 


cunferencia, lo mismo que antes se materializaba insospechadamente un triángulo equilát 
icubierto por dos matemáticos franceses, quienes lo publicaron en 1821. Dado un tr 
ilquiera, situemos en él tres ternas de puntos (véase la Figura ). 


d 
Figura . El teorema de los nueve puntos 


Los puntos medios (a, b, c) de los tres lados. 

Los pies (р, q, г) de las tres alturas. 

Los puntos medios (x, у, z) de los segmentos rectilíneos que unen cada vértice con el ortocentro 
_ (punto de intersección de las tres alturas). 


imo muestra la ilustración, estos nueve puntos yacen sobre una misma circunferencia, resultado 
rendente que abre paso a otra multitud de teoremas. Por ejemplo, no es difícil demostrar que el 
io de la circunferencia trazada por estos nueve puntos es precisamente la mitad del radio de la 
inferencia circunscrita al triángulo de partida. La propiedad de las alturas de cortarse en un solo 
ünto (ortocentro) es de por sí interesante; Euclides no la menciona, y aunque Arquímedes la da à 
(tender, parece ser que no fue enunciada explícitamente hasta Procio, filósofo y geómetra del siglo V. 


GEOMETRÍA 


to de concurrencia de las - de los ángulos interiores de un triángulo. 
оз puntos notables son puntos donde concurren las líneas notables (regidas por la misma 
desición) olas prolongaciones de éstas. 


BAV I: incentro del ААВС 
№ Circunferencia inscrita 
fs el punto de concurrencia de las medianas de un triángulo. 


enel AABC Se cumple: 
fl baricentro divide a cada mediana en la razón de 2 a 1 siendo la porción de mayor longitud el 
git que une el vértice con el baricentro del triángulo. 


neentro equidista de los lados del triángulo; además es el centro de la circunferencin 


ЕГ 


а 
^ G: Baricentro del ААВС à w 
Se cumple: \ г: Inradio del ААВС 
р, M р: Semiperímetro del ААВС 
м N c = 2(GP) | 


б0сЕНТНО 


un triángulo. 
Б el punto donde concurren las alturas de un triángulo o las prolongaciones de éstas, 
‚АВС: Acutángulo 


B 
E 


bdo triángulo tiene tres excentros (cada uno respecto a un lado). Cada excentro equidista de 10 
*  AABC: Obtusángulo (obtuso en “A") > 


gulo; además son centros de las circunferencias ex -inscritas. 
B 


Circunferencia ex-inscrita E, : Excentro del AABC relativo a BC 
del AABC 


Se cumple: 


" R, : Exradio del AABC relativo al lado BG 
jl: Ortocentro del AABC Н: Ortocentro del AABC p : Semiperímetro del AABC 
+ 5АВС: Rectángulo (recto en “B”) 
A 
H Nótese que: punto de concurrencia de las mediatrices de los lados de un triángulo. 
Эре | circuncentro de un triángulo equidista de los vértices de éste; además es el centro de |н 
CB : Altura rencia circunscrita al triángulo. 
В :Ortocentro del AABC 
в с 


continuación se muestra la ubicación del circuncentro de acuerdo а la naturaleza del triángulo 


GEOMETRÍA 


ЛАВС: acutángulo 


(El circuncentro se ubica en el interior) 


» 


Circunferencia 
РА circunscrita al AABC 


Circunferencia circunscrita 


/ al AABC 


O : circuncentro del AABC 
Se cumple: 


| O : Circuncentro del AABC 


О: Punto medio de la hipotenusa 


cumple: 


IE санаа del ABC 


В: Circunradio del AABC 


AABC: Obtusángulo 
(El circuncentro se ubica en el exterior) 


Circunferencia circunscrita 
al AABC 


Si “O” es circuncentro del AABC 


Se cumple: 


Si “O” es circuncentro del AABC (obtuso en A) 


Se cumple: 


О; Сігсипсепіго del AABC 
Se cumple: 


R : Circunradio del AABC 


a B ia MOSTRACIÓN: RECUERDA: 
№ Н : Опосепіто 
О : Circuncentro 4 BM: mediana y BG = 2(GM) 
Sé cumple = G es bisectriz del ДАВС 
A с 


DEMOSTRACIÓN: Luego de trazar la circunferencia circunscrita al А ABC; trazamos el 
diámetro CD 


= m«CAD = m«CBD =90° 
= DA//BH ^DB//AH 
=> O ADBH es un paralelogramo 


=> m«DAB- m«ABH =x 


ABOG (isósceles): 
m«OCB = m«OBC =y 


Por el arco capaz BD: 
m«DAB = m«DCB 


^ EHI 


Ademas se observa que OQ es base media del ADCA : 


Q 


Por el teorema anterior: ВН = 2(0Q) = 2k 
=> DA = X0Q) pero DA = BH "Trazamos BM ; HD y la base media MN del ABGH : 


BH 
MN-——- 
> 2 k 


-MG-m 
P AQOG = AMNG => p ms 
^ B Si: Н: ortocentro Luego en la mediana ВО: BG = 2(GQ) 
ваного : = G es baricentro del ДАВС 
О: Cincuncentro 
Se cumple: H, G y O son colineales 2 ЇН; Gy O son colineales| 
i "E. : recta de Euler. Ademas se observa que: 


Además: 


GEOMETRÍA 


1, En el triángulo ABC; G es baricentro; 5. 


сше: 2 
calcule: E 


Según el gráfico calcule x + y + z si G es 
baricentro del triángulo. 


Rpta. 


Calcule el semiperímetro del triángulo 
ABCsi B Оу Mson puntos de tangencia. 


B 


7. 


Calcule el perímetro del triángulo si E, es — * 


excentro relativo a BC. 


B Е, 
TAS 


Rpta.: ............ 


Según el gráfico calcule el valor de a si O 
es circuncentro del triángulo ABC. 


Ау 
Rpta.: ... 


Del gráfico calcule el valor de x si H es or- 
tocentro y O es circuncentro. 


B 

во J| SS х°+15° 

` 
A c 


Si H es ortocentro y O circuncentro; 
calcule el valor de x. 


B 
ZN © 
Rpta.: 
Calcule el mayor valor entero del semi- 


perímetro del triángulo ABC de bari- 
centro “G” B 


20%. 


А 
Rpta.: . 


A 
X 
V 
30" ` 
M 
33 


Se pide: BP=x 
Dato: АС = 6 у G: Baricentro del AABC 


Como “G” es baricentro, entonces BM es mediana y ВС = 2(GM); es decir! 
АМ = МС = 3 


En el problema: BM =3 +BG=2 л СМ = 
Ahora el APGM es notable de 30° y 60° > РС = V3 


Finalmente en el APBG: Teorema de Pitágoras 


x22 224 J3* 
nox-47 


Sea: Ар = 2m 
DC = 2n 
Dato: 2m-2n = 4/3 
m-n= 2/3 
AABC: Equilátero АТ = TC =m + п 


TD=m-n= 2/3 
De acuerdo a la ceviana trazada se observa: 
-  AABD: Acutángulo э H;: ortocentro (interior) 
- . ADBC: Obtusángulo — H;: ortocentro (exterior) 


Ahora se pide: H, Н, = x 


AAQD: mZADQ = 30° л ACPD: mZPDC = 30° 
AH, HD: ` Equilátero > H,T = TH; 
Finalmente ATH,D (Notable 30° y 60”) 
H,T- 2 = TH, 
HH, = 4 


И а аса 300 рик аа аа mme gc 


GEOMETRÍA 


Como "I" es incentro entonces: 
Al: Bisectriz 
CI: Bisectriz 


Se pide: "x" 


Segün lo recordado: 
mZAIC = 90° + 40° = 130° 


Por inscrito: 


mZAIM — $2 = 39 э mZMIC = 100° 


Finalmente APIM: cuadrilátero inscrito 


GEOMETRÍA 


Sea “R” el circunradio 


Como “О” es el cireuncentro se sabe: 


АО = CO = ВО = К............. 
Piden: AE=x 


Además: mZBOC = 2mZBAC .......... 


Como E es ex – centro del AABC; entonces: 
СЕ: Bisectriz del ZACB (mZACE = mZECB = a) 


ЛЕ : Bisectriz del ZQAB Piden: R 


Como AB = BC: 


Dado que AO = CO: 


mZBAC = 2a mZOAC = 40° ^ mZAOD = 80° 


DAPBC: inscrito; entonces: 
mZPAB = mZPCB = a 
mZPBA = mZPCA = a 
РА =РВ=4 
Por Zinscrito ^ Zsemi – inscrito: 
mAP =2a ^ mZEAP =a 
mZEAQ = 2a ( AE : Bisectriz del ZQAB) 


Se sabe que: AO = AD (Dato) 
mZADO = 80° ^ mZDAO = 20° 


De (ID: mZBOC = 120° 


Ahora ACOB: (isósceles л m4BOC = 120°) 


Se cumple: куз =6 
En А: ба = 180° > a = 30° 
ЛАРЕ: ЕР = AP = 4 y mZE = mZA = 30° —» mZEPA = 120° 2 R= 2/3 
a x=4/8 


E: 302 o S 


Resolución: 


GEOMETRÍA 


Note que los puntos "A" , "I" , “E” son colineales. 


Como AB = BC entonces "B", “Т” ‚ “О” son colineales y BO 1 AC. 


Se observa: BE // AC. 
mZAEB = 15° ^ AB — BE 


Como “О” es circuncentro — АО = OB (propiedad) 
AABO: equilátero — BO = AB = b 


Ahora AOBE: Not. 45° ^ 45° (OB = BE = b) 


15° + x = 45° 
Sea “Н” el ortocentro y “O” el circuncentro 


х = 30° 
L : recta de Euler 


Como "M" es el simétrico de “О” respecto a ВС: 

OMLBC y ОТ = TM- b (OMA BC- (T) 
Por propiedad se sabe: 

АН = 2(0Т) = 2b 
Ahora se observa que AQ // ОМ ; entonces: 

mZHAP = mZPMO y mZAHP = mZMOP 


Finalmente: AAHP = AMOP (A - L — A) 
АР = PM 


Se pide: x 
De (D: BP y CQ son alturas 

Ahora ПРОВС es inscriptible  mZAQP = mZACB = 0 

De (IID: mZAQP = mZABO = 0 

De (ID: АО = ОВ ^ mZ АОВ = 2(mZACB) = 20 
Ahora AAOB: 40 = 180° — 0 = 45° 

Luego: 20 = 90°  CIABOP es inscriptible (mZAPB = mZAOB = 90") 


м х= 0 = 45° 


= 2(45°) = 90° 
mZAOC = 2(53*) = 106° 
АО = ОВ = ОС 


Ahora se traza 001 AC entonces: 
mZAOQ = mZCOQ = 53° y AQ = QC 


Sea: OQ = 12k QM = 9k y AQ = 16k = QC 


GEOMETRÍA 


А 
Se pide: 0 


Como BI es bisectriz de ZABC (I: incentro) se deduce que PBQR es un rombo; 
entonces: r. 
QP : es bisectriz del ZRQB 


РО: es mediatriz de BR (EB = ER y mZPRE = 0) 


Como PR//BC л RQ//AB ; entonces: 
mZARP = 20 ^ mZQRC = 30° 


Ahora en el ARQC se observa: 
QE: Bisectriz'exterior" 
CE: Bisectriz"interior" 


| "Е": Ex-centro del ARQC 


Entonces; RE es bisectriz del ZARQ: 
mZARE = mZERQ = 30 


Finalmente en “R” 
60 + 30° = 180° 


Ө = 25° 


GEOMETRÍA 


Circunferencin 
inscrita en el 
ПАРМС 


à 


Piden: 

Datos: G: Baricentro del AABC 
AG-5 ^ GC- 4/2 
mZBGC = 135° 


Сото “С” es baricentro entonces: 
AN - NC y GN - Ex 


Ahora trazamos CQ 1 GN y AP 1 GN ; se deduce lo siguiente: ~ ID 


- AGQC es notable de 45° y 45°: Del dato (D: AQ: Bisectriz del /ВАС y СО: Bisectriz del ZBCT 


GQ- QC -4 


Del dato (ID: mZAQP = mZQAC = а 


- AAPN = АСОМ (A -L- A): mZNQC = mzQCT = 0 


AP=QC=4 л PN=NQ 


ANCQ es isósceles; entonces: 


- AAGP se observa: NQ-NC-x 


AG = 5 y АР = 4; entonces: GP = 3 


ЛАРО es isósceles; entonces: 
AP=PQ=b+x 
Como GQ = 4, entonces PN = МО = 0,5 

Finalmente por el teorema de Pitot (JAPNC) 


Finalmente: GN =x=3,5 b+x+x=b+20 


Pregunta: ¿Qué punto notable es O del ЛАВР? 


Datos: H: Circuncentro del APQN 
: Centro del cuadrado ABCD 


Como “H” es el circuncentro del APQN; entonces por propiedad: 


mZQPN = mcg =45° 


Como “О” es el centro del cuadrado ABCD, entonces: 
AO = OB ^ mZAOB = 90° 


Además se observa: 
mZAOB = 2m4BPA 


Por estos motivos: “О” es el cireuncentro del ЛАВР 


GEOMETRÍA 


Piden: 


p 


Dato: “E” es un excentro del AABC 


Buscando información a partir de los datos indicados se deduce: 
En el AAPH: mZAPH = 90° - х 
En el punto A": mZPAC = 90° -x 


Entonces el AAPC es isósceles: 
АС = РС - b y mZACP = 2x 


Se traza: ENLAB y EQLAC 


Ahora como "E" es excentro; entonces: EP = EN = EQ у CE es bisectriz 
(mZPCE = mZECQ = 90° - x) 


Además: CP = CQ =b у NE = AQ = 2b = EQ 
Finalmente el ACEQ es notable de 537/2 
x = 26,5° 


Piden: mÓC-x 


Datos: 1: Incentro del ЛАВС 
O: Circuncentro del AABC 


Sea mZB = В; por propiedad del circuncentro: 
AO = OC y m20=2m2B = 28 


Como І es incentro, entonces АГ y CI son bisectrices. 
Ahora en el AABC, por propiedad: 
mZAIC = 90° + ut 
Observe que el CIAIOC está inscrito; entonces: 
m-ov. È > В=60° 


Como el ААОС es isósceles entonces: 


mZOAC = 30° 
Ahora por ángulo inscrito: 
х= 60° 


Р oue ERE: in i m 


GEOMETRÍA 


Piden: “0”. 
Prolongamos РО hasta cortar a AB en N; luego m2 ANP = 90 (PQ // ВС). 
Ahora se deduce que Q es circuncentro del A ABP (BH y PN son alturas); 


Ly 


Entonces: AQ 1 BD 
Además: mz APL = 50 ... (A РВС) 
Finalmente en el A ALP: 
3 60 = 90* 
0=15 


Piden: mz BAC. 
Como I es el incentro entonces Al y CI son bisectrices; ahora por propiedad: 
mZ AIC = 90427 —135° 


Además сото тг В = 90° el circuncentro es el punto medio de la hipotenusa. 


Resolución: 


Ahora tracemos СО 1 HP y se observará que GN es la mediana del trapecio AHQC; 
entonces: 


Finalmente А ССО es notable de37* у 53°: 
-x-37 
EOS д. TOEI NUE L ETEEN А 
n un cuadrilátero ABCD, m< DBC = 50, mz ВСА = 10, m< ACD = 20ут ВАС, 
t арыз ^W Ww i 
Luego tracemos CH 1 IO y se deduce: 
A // CH ^mZOCH = а 
A AIO = A CHO (A - L- A) > IO = OH =b 
A IHC: Notable de 45° — НС = IH = 2b 


Luego de realizar algunos cálculos previos (mZ BQA = 60° л mZ BDC = 100°) 
tracemos BN 1 АС (N e AD); luego se deduce que: 
A OHC: Notable de u > а= E 


<. m< ВАС = 2a = 53. 


En la figura “б” es baricentro del A ABC; si BG = 4, AH = 1 y GC = 5, calcular" 


кар 


Piden:x 

Prolonguemos BG hasta cortar a AC en М. 

Entonces como G es baricentro se deduce: 
AN - NC y BG - 2(GN) -4 


“AC es mediatriz de BN (A АВМ: isósceles); entonces: 
* ВО = QNymZAQN = 60°= mZ NQD. 
* CN = BCy mZ АСМ = 10° = mZ NCD 


Ahora se observa que “N” es el ex - centro del A DQG; entonces: 
DN es bisectriz (mz ОРА = mZ ADH = 40°) 


Finalmente en el A ACD: 
x- 20-40 
-x=20 


1 vun triángulo acutángulo ABC, la recta de Euler intercepta a los lados BC y AB 
los puntos M yN respectivamente. Si BM BN, entonces la m2 ABCes: 


Ааа а ЗІБ peer repe arr 


Е 


Resolución: 


Piden: m4 ABC = x 


Se cumple: 


{ + Recordemosque la recta de Eulercontieneal ortocentro; al baricentro y al 


circuncentro del triángulo. 
* Además: 
a Si: 
AN H: Ortocentro del A ABC. 


О: Circuncentro del A ABC. 


ANBM: isósceles (Dato) + mZ N = mZM = а. 
ANBH-AMBO(A-L-A) — BO = ВН = 2k. 


Como O es circuncentro: 


AO = OC = BO = 2kymz AOC = 2mZ B = 2x 


ЛАОС: isósceles ^ mZ AOT = т/ ТОС = x 


Finalmente A TOC es notable de 30? y 60°: 
єх = 60. 


es baricentro del triángulo ABC; 


* 10 y AC = 18: calcular el valor de x. 


B) 120° C) 115* 
E) 135° 


ingulo acutángulo ABC de 
о Н esta inscrito en una 
rencia; calcular mZABC, si 


mAC. 


B) 72° 


ular la mZABG, si "I" es el incentro del 


B) 36° С) 37° 
Е) 53° 


triángulo ABC se traza la bisectriz 

(“D” en AC), tal que 

JD = DC. Si “E” es el excentro 
o a BC. Calcular la m4BEC. 


в) 36° С) 54° 
Е) 48° 


GEOMETRÍA 


Indicar el valor de verdad de las siguientes. 

proposiciones. 

С) En un triángulo ABC obtuso еп В, el 
ortocentro se encuentra en la región 
exterior relativa al lado AC. 

С) Si la distancia del excentro de un 
triángulo hacia uno de sus lados en 
igual al semiperímetro de dicho 
triángulo, entonces dicho triángulo 
no existe. 

Si en un triángulo una mediana es 
dividida por un punto en la razón de 
l a 2, entonces dicho punto es el 
baricentro del triángulo. 

Si en un triángulo un punto P es el 
incentro y el circuncentro a la vez, 
entonces dicho punto es el baricentro 
del triángulo. 


A) FFVV В) УУУУ С) Му 
D) FVFV E) FFEV- 


Si: "P" es el ortocentro del triángulo АВС 
y AP = 8; calcular BC. y 


A 
А) 8 B) 6 С) 10 
D) 442 E) 3/2 


Si "E" es un ex ~ centro del triángulo ABC; 
EP = 5 y PB = 12; calcular АВ 


& Calcular la mzAOC, si О es ortocentro del 


triángulo ABC y DB // AO. 
B 
o 
4x 
D A © 
А) 135° B) 120° C) 150° 
D) 144° Е) 165° 


9: Еп un rectángulo ABCD, se ubica el punto 
medio M de AD; CM ^ BD = {М}; calcular 
m4NAD, si 2(CD) = 3(AD). 


^" 


A) 30° 
D) 22,5* 


B) 15* 037 


E) 18,5* 


10. Enun triángulo isósceles ABC (AB = AC) de 
ortocentro “Н”; si: mZABH = 3(mZHBC). 


Calcular la m4HAC. 
A)9 B)12 C)15 
D) 18 E) 24 


11. Calcular el valor de "x" 


А) 105° 
D) 110° 


B) 90° 


12. 


13. 


14. 


15. 


MATEMÁTICAS II 


E" es el excentro del triángulo ABC у 
= ВО = CP calcular el valor de x 


En la figura "L^ es mediatriz de AC. 
717// RB; calcular: “x” (1 es incentro del 


Q 
E 
B 
B 
A C P 
A c ] 
\) 120° В) 135° C) 105° 

A) 64° B) 63" o97r E ao 
D) 77° E) 81° 


triángulo rectángulo ABC recto en B, 
inradio mide 4 se traza la altura BH; 
os triángulos ABH y BHC se trazan las 
ices interiores BM y BN (M y N en 
calcular la longitud del circunradio 
el triángulo MBN. 


Se tiene un romboide ABCD, tal que Н 
es „el ortocentro del triángulo ABD y 
mZABD = 80°; calcular m4HCB. 


А) 40° 
D) 15° 


B) 20 С) 10° 


Е) 5° 


En un triángulo ABC de incentro 1 y 
circuncentro О; los puntos A, I, O y C. ms © 4/2 
pertenecen a una circunferencia ; calcular E) 6/2 


mZABC. 


о el triángulo ABC de circuncentro О; 
inferencia que pasa por los puntos 
у O es tangente a AC e interseca a BC 


A) 60* 
р) 30° 


В) 72° С) 45° 


Е) 120° 


Si: тАН = 20; HN = NC = 2; calcular TN 
(T es punto de tangencia) 


B)Baricentro 


E) Simediano 


triángulo ABC de circuncentro "O", 
45 А, B’ y C' son puntos simétricos de 
respecto de BC, AC y AB 
tivamente. ¿Qué punto notable es 
el triángulo A B’ С? 


| C 


21. 


22. 


GEOMETRÍA 


A) Baricentro 
C) Circuncentro 
D) Excentro 


B) Ortocentro 


E) Incentro 


En la figura, “P” es incentro del triángulo 
BEC y E es el excentro del triángulo ABC: 
Calcular el valor de “x” 


А) 45° 
D) 67, 5° 


С) 53° 
E) 75° 


B) 60° 


ABC es un triángulo acutángulo de orto- 
centro Н y circuncentro O, si mZB = 53° 
y la distancia de O a BC es 5, Halle la 
distancia de H a BA. 


A)8 
D) 4 


В) 5 С) 10 


Е) 6 


El centro О de un cuadrado АВС” es el 
baricentro de un triángulo PCQ (P en AB y 
О en AD). Calcule la m2QCR 


A) 30° 
D) 45* 


B)37 С) 53° 


Е) 60° 


ABC es un triángulo isósceles de base BC y 
circuncentro O, en BC se ubica el punto P 
y en AC los puntos N y M, de tal manera 
que OPMN sea un cuadrado. Calcular la 
medida del ángulo А. 


C) 72,5" 
E) 75* 


A) 60° 
D) 63,5° 


В) 53° 


E 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


ABC es un triángulo acutángulo en el cual 
se traza la altura BL, la recta de Euler de 
dicho triángulo corta a AC en M y a BL 


ы BN 
en N, si AL — MC. Calcular NC 


A1 в) /2 © уз 
р)2 E) 6 


ABC es un triángulo acutángulo de 
ortocentro H, en BC se ubica el punto Q, 
si HQ // AB, mZB = 45° y QC = AC. 
Calcular la medida del ángulo HAC. 


А) 45° B) 15° C) 30° 
D) 22,5" Е) 37° 


Еп un triángulo acutángulo, la recta de 
Euler determina con sus lados un 
cuadrilátero inscriptible. Calcular la 
medida del ángulo que forma dicha recta 
de Euler y el circunradio que pasa por el 
vértice de donde parten los lados que 
intersecan a la recta de Euler. 


A) 30* B) 60* С) 75° 
р) 90° E) 45° 


En el triángulo АВС: т/В = 120° y 
mA = 20”. Siendo “1” el incentro y “O” el 
circuncentro del triángulo ABC, calcular la 
mZIAO. 


А) 30° B) 35° С) 40° 
D) 45° E) 50° 


En el triángulo АВС, АВ = ВС, se traza la 
mediana AM, tal que la mZMAC = 45°. Si 
AM = 6, calcular "AC". 


DES B)5 ©) 342 
D) 4/2 E) 443 


31. 


32. 


En una semicircunferencia de diámetro АЙ 
se ubica el punto "C" y se traza CH 1 All 
("H" e AB). En el arco AC se ubica vl 
punto “Q” que es el excentro del triángulo 
CHB. Si ОВ ^ CH = (T), calcular li 
mZATB. 


А) 135° B) 127° ©) 127° 
D) 143° E) 105° 


En el triángulo acutángulo ABC, se conoci 
que “I” es el incentro y “О” es el 
circuncentro. Calcular la mZB, si wl 


cuadrilátero AIOC es inscriptible. 
А) 30° В) 45° C)60 . 
р) 75° Е) 90° 


En un triángulo ABC se sabe que “Н”, "0" 
y "G" son el ortocentro, circuncentro y. 
baricentro respectivamente. Si lik 
distancias de “Н” y “O” al lado AC son 6 
4,5 respectivamente, calcular la distancli 
de “G” al lado АС. 


А)4 B)5 06 
D7 E) 5,5 


En el cuadrilátero ABCD: mZACB = 17 
mZBAC = mZCAD = 43" y mZACD = 1 
Calcular la medida del ángulo que form 
AC y BD. 


А) 57° В) 67° С) 77° 
р) 87° E) 97" 


En un triángulo acutángulo ABC: “О” e4 
circuncentro y “Н” el ortocentro. Se tr 
la altura BP, tal que BH = y3(W 
calcular la mZOPC. 


А) 45° B) 39° C) 60° 
D) 75° Е) 53" 


о notable es “О” рага el triángulo 
Т y Q son puntos de tangencia). 


B)Incentro 


E) Circuncentro 


“E” es el excentro del triángulo 
circuncentro. Calcular "PC", 


GEOMETRÍA 


37. En un triángulo ABC, la altura BH mide 


18 y el segmento que une el ortocentro 
con el baricentro es paralelo al lado AC, 
que mide 16. Calcular el circunradio del 
triángulo ABC. 


A) 10 В) 8 с) 6 
05/2 E)3/3 


En un triángulo ABC se traza la bisectriz 
exterior BE (“Е” en la prolongación de 
CA). Si mZBEC = 60° y BC = BE + AE; 
calcular mZACB. 


A) 10° B)15* C) 20* 
D) 22,5* E) 30* 


En la figura 1 es el incentro del A ABC, EF // 


MN 
EF B 


AC. Calcular: 


DEA 
B) 24 
o3, 
04% 
D% 


). Dado el triángulo isósceles АВС (AB = ВС = 


6), determinar el número de valores enteros 
que puede tomar AE, si E es el excentro relativo 


aBC. 


А)12 B)10 С)8 
р)5 E)3 


. En un triángulo ABC, de incentro I, m4 A = 


2(mzZ C). Calcular Al; si AB = 4y BC = 6. 


A) B)1,5 92 
0) 2,5 Е)З 


^" 


(TEMÁTICAS II 


42, Según el gráfico ABCD es un paralelogramo, 
donde BP = PCy BQ = 4. Calcular “PM”. 


А)16 
B)12 
C15 
D)8 

E)10 


43. Enun triángulo ABC, las bisectrices interiores 
se intersecan en I, por I se traza una 
perpendicular a CI la cual interseca a la 
bisectriz exterior del ángulo A en Q. La 
bisectriz del ángulo exterior Q del triángulo 
QIA interseca a la prolongación de IC en P Si 
mZ ABC = 2 (m< IPQ); calcular la m< IPQ. 


А) 60* 
р) 36* 


B)54* C)45* 


E)30* 


44. Por el excentro E, relativo al lado BC de un 
triángulo ABC se traza una paralela a AC la 
cual interseca a las prolongaciones de AB y CB 
en M y N respectivamente. Calcular MN, si CN 


=ayAM=b. 
a+b a+b a-b 
A > AO 
2a-b 
D)a-b ga 


45. En la figura: MN // BH y mz МАС = 50. 
Calcularla mz ACN. 


A) 50° 
B)40* 
С) 30° 
р) 60° 
Е) 20° 


46. 


47. 


Calcular x si I es incentro del triángulo ABC, 
además ID es bisectriz interior del triángulo 


En un triángulo ABC recto en B, se traza ll 
altura BH. Los puntos 1, e 1, son los incentror 
de los triángulos AHB y НВС. Entonces, 0] 
ortocentro del triángulo 1,BI, es еї... 


Del triángulo ABC. 


A) Incentro B) Ortocentro 
C) Raricentro 
D) Circuncentro E) Excentro 


En un triángulo acutángulo ABC, Н es el 
ortocentro y O es el circuncentro. El punto О, 
es el circuncentro del triángulo ACH. 81 
mZHBO = 0, entonces la mZ HO,O es: 


В) ө C) 20 


wg sio 


E) 30 


. Dado un cuadrilátero ABEC, calcular la dife 


rencia entre las medidas de los ángulos deter- 
minado por las diagonales, si la diferencii 
entre las medidas de los ángulos BEA y CEA 01 
10yEesexcentro del triángulo ABC 


А)5 
D)20 


B)10 C)25 


E)15 


En ип triángulo ABC, se cumple que: 

mZ EIC - mz ІЕС = 36 
Donde Ies el incentro y E el excentro relativo 
allado BC. Calcular la mz ABC. 


А)46 
D)62 


B)50 С) 54 


E) 68 


A A 222 A тутт 


figuras que contienen tos | rcionales. 
: contienen segmentos propo А 
Е RES карае Е ОН 


LA DIVINA PROPORCIÓN 


Wn experimento: con un papel y un lápiz dibuja una recta de la dimensión que quieras, Fijate 
lla y después divídela en dos partes desiguales mediante un pequeño trazo, de tal forma que los 
intos sean equilibrados y proporcionalmente agradables. Mídelos. 


ficar, entonces, que la menor es aproximadamente un 62 % de la mayor y que ésta es un 62% 
In completa. Fray Paciolo di Borgo, monje italiano, enuncia 
una fórmula matemática cuya aplicación da una constante 
inminó número de oro, sección áurea, o divina proporción 


de forma empírica en la antigüedad, ésta Divina Relación 
cuando, realizando el ejercicio anterior, el segmento 
еп la misma proporción con respecto al mayor que éste 
^ la suma de ambos, es decir, con respecto al total. Este 
vale al 62% y es exactamente 0.618. 
nte, esta proporción, considerada como la más armoniosa 
bilidad humana, se corresponde con las proporciones que 
nn la naturaleza. La misma relación la encontramos entre las diferentes medidas de la cara, en 
le los árboles, en los cristales minerales, en las conchas marinas, en la relación entre los ejes 
ior de un huevo de gallina, etc. 


bmprobarlo, entre la anchura de la nariz y de la boca, o entre las distancias comprendidas 
llo de la frente hasta la base de la nariz y entre ésta y la barbilla, etc. 

de estas sorprendentes "coincidencias" que nuestra sensibilidad está condicionada 
pte por unas proporciones presentes en la naturaleza. Fruto de la observación humana а 


tiempos, estas relaciones se han transformado en arquetipos, se han estereotipado. Por lo 
lenta proporción, podemos entender que nuestra percepción de lo bello está supeditada a la 
lo las medidas, y explica que, a pesar de lo relativo del concepto de belleza, podamos 
ln existencia de algo próximo a la belleza absoluta. 


GEOMETRIA 


" 


n de los lados AB y C de un triángulo ABC es igual a la razón de los segmentos AM y MC 
ов en el lado AC por la bisectriz interior BM de dicho triángulo. 


Sien una recta se tiene los puntos consecutivos A, B y C, entonces la fracción ES es denominada B 
razón delos segmentos AB y BC. CX En el gráfico: 


Dados los puntos A — B — C, en una recta, y los puntos M – N — B en otra recta, si las rectas 
AM, BN y CP son paralelas, entonces la razón de los segmentos AB y BC es igual a la razón 
delos segmentos MN y NP. 


ииге los lados AB y BC de un triángulo АВС, siendo AB > BC, es igual а la razón de los 
\N y NC determinados en la recta AC por la bisectriz exterior BN de dicho triángulo. 


En el gráfico: 


à B 
0 
ө - 
c E 
а c n N 
m — AA, 


Entonces; 
ибп la suma de las longitudes de dos lados de un triángulo y la longitud del tercer lado es 
| || mayor у el menor de los segmentos determinados por el incentro en la bisectriz 
йуп al tercer lado. 
Corolarios: A 


B 


En el gráfico: 


2) 
I: Incentro de triángulo ABC 


c 


Si: DE // АС EN 
Si: АВ // CD 
Entonces: 


Ein una bisectriz interior, la parte que está entre el vértice y el incentro es mayor que la otra, 
jue está entre el incentro y el pie de la bisectriz interior. 


Entonces: 


E3251 


^" 


MATEMÁTICAS II 


Teorema: 

La razón entre la diferencia de longitudes de dos lados de un triángulo y el tercero, es igual a |i 
razón del menor y el mayor de los segmentos determinados por el excentro en la bisectriz exteri 
relativa al tercer lado. 


En el gráfico: 
E: Excentro del triángulo АВС 


- En una bisectriz exterior, la parte comprendida entre el vértice y el excentro es menor que lii 
otra parte, que se encuentra entre el excentro yel pie de la bisectriz exterior. 


Teorema: 
Si se trazan, desde un vértice de un triángulo, la bisectriz interior y la bisectriz exterior, los pies di 
estas bisectrices y los otros dos vértices del triángulo forman una cuaterna armónica. 


0 


9 En el gráfico: 
BM : Bisectriz interior 
BN : Bisectriz exterior 


A M c N 
Se cumple que: 
А - М – C- №: Forman una cuaterna armónica. 


Es decir: 


GEOMETRÍA 


Recta secante a АВ, BC y ala prolongación de АС 


|. EY $: Longitudes de los segmentos determinados en los lados del triángulo ABC. 


agan: -T s po- 18 
арвс:РО 2. po. 24 
q P 


De (D y (ID: 


E 


Eu 


MATEMÁTICAS II GEOMETRÍA 


es cevianas interiores concurrentes, una de ellas es mediana, entonces la recta que pasa 
8 otras dos es paralela al lado al cual es relativa la mediana. 


B 


Al trazar tres cevianas interiores en un triángulo de tal manera que sean concurrentes s 
determinan dos segmentos en cada lado, si tomamos tres de estos segmentos con la condición que no 
tengan extremos comunes, el producto de éstos es igual al producto de los otros tres. 


En el gráfico: 


AM,BNyCP  Cevianas interiores del AABC, concurrentes en Q. 
m,n, p, q, r ys: Longitudesdelos segmentos determinados en los lados del AABC. 


DEMOSTRACIÓN: 


lanas dividen a sus correspondientes lados relativos. 


Cevianas interiores del AABC concurrentes en О. 


D 


Por el teorema de Menelao: 


AABN (secante PC): mar = nb/ EU 
ACBN (secante MA): qas = рЬ/ 00) 


m-a: Sa 
a" p 


329 


GEOMETRÍA 


En el triángulo AC // PQ; calcule el valor 6. Eneltriángulo ABC; de incentro I; calcule 
dex. elvalordex. 


Se traza: BH L Ар > BH//0D 


i: Por teorema de Tales: 
$ m gráfico le Según el gráfico calcule el valor de "28x", HD_3n 
DC n 
HD DC a z =3a | 
E 1 CD-a 
Como el ABHD es notable de 45*: 
BH = HD = 3a 
Аёз M 3X IFI N w 


Finalmente el ABHC es notable de 37° y 53° 


Rpta. 


л х= 37" 


Según el gráfico, calcule el valor de m. 


+ 


Resolución: 


Piden: ES - = 


Dato: ABCD: Cuadrado 
DEF: Triángulo equilátero 


Se traza la altura ЕН del ADEF: 
DH = НЕ = 


Por teorema de Tales: (AL // CD // EH) 


Como D es centro y BD es diagonal del cuadrado: 


DE=BD=my2 
2n 

n У2 
——— (2) 
a (2) 


De (2) y (2): 


5 Calle AC, si BE = 6, EA) 
аа o 
| CORR 


Mera 
" 


War. 


ыы 


ойе! уме de 


PONE 


GEOMETRÍA 
AC=x 
3(EA) = 2(AD) => EA = 2/ y AD = 3f 


ABCD: Trapecio isósceles. 
BE-6 


Se traza la diagonal BD del trapecio isósceles ABCD; entonces: 
BD=AC=x у mZABD = т/АСр = o 


Por el teorema de la bisectriz interior en el AEBD 


AD=x 


2(AL) = 3(LC) 
AL_LC_, AL=3/ 
ge ips 


Se traza APL DB (P e SD ); entonces: 


AAPD es isósceles: 


^» 


E LLL rurnancasu d GEOMETRÍA 


AAPC: teorema de Tales ( AP // LS ) 


Resolución: Graficando e indicando en él los datos correspondientes se obtiene: 


Piden: 


€ Dato: 


Se traza la bisectriz exterior BP ; entonces: 
E mZPBM = 90° y BP//HA 


Piden: BC=x 


Del dato: 


Como ABCD es un rectángulo: Por el teorema de Tales en el APMB: 
AO = OB = OC = OD = 5n PA 4a 
— =—— => РА = 4m 
m a 
El AAOD es isósceles: 
mZOAD = mZODA = а y mZAOB = 20 3 
Ahora se sabe que: P - A — M — C determinan una Cuaterna Armónica 
ADOM: teorema de la bisectriz exterior Сар) (п) = (5m +n) 
EC 
4 2n 
м x50 


MATEMÁTICAS II 


ED-x 


Datos: ABCD: Rombo 
Ср = 9 = ВС= АВ АЕ = 9-х 


Se traza la diagonal АС (АС ^ BF = (GJ) ; se deduce: 
mZBCA = mZACD = 20 y mZACE- 0 


АССЕ: isósceles ( CH : altura y bisectriz) 
CF=CG=7 y т/б = mZF =ß 


Como AB // CD , entonces: 
mZABG = mZF = B y AB- AG - 9 


AACD: teorema de la bisectriz interior 
c 
9-x 16 


x=3,24 


GEOMETRÍA 


BAC: teorema de Pitágoras 
(n + 4)? + (п + 6)? = 107 


п? + 10n -24 =0 


Lora > п = -12 (Absurdo) 
n. -2>n=2 


MATEMÁTICAS II GEOMETRÍA 


HQ = х 


Datos: AB-5yBC = 12> AC = 13 2(AC) = 3(DC) \ 

AN = NH y HI // CQ (I: incentro del ЛАВС) AC DC , , [AC-3f | 
sS X DC -2/ 

ACQN: teorema de Tales 
x m 4 e 
"uc MES а) le traza la bisectriz interior CP del triángulo ACD. 

AABC: teorema del incentro Por el teorema de la bisectriz interior en el AACD: 
m 12413. AP _3/ E - 
RE m sm (2) 027 > PY PD 


AABC: teorema de bisectriz interior Por propiedad A — P — D — B forman una cuaterna armónica 


Li mE mci Т d: 

a 137375 0 (3p)b-(Gn«b)2f > Ь=10п 
(3) у (2) еп (0): ——-s АСВР: teorema de Tales ( СР // ED) 

13/5 

^A x=13 


MATEMÁTICAS I| 


Resolución: Piden: TQ = x 


Dato: ABCD: Cuadrado 
BT=6 


Como ABCD es un cuadrado; m4BDA = 45° 


A partir del gráfico se deduce: 
PD = DM = МН = HQ =b y mZPMD = 45° 


En la prolongación de DH se ubica el punto “N” tal que: HN = b 
Entonces: mZHNQ = 45° 
Ahora se observa que: BD // TM // QN 
Por el teorema de Tales: 


x_28 
6 X 


GEOMETRÍA 


SS 


“4 


кай 
P 2 


"Prolongamos AT y BM hasta que se corten en C. 
Piden: x 


P: Incentro del AABC 
d Q: Excentro del AABC 
, Q, P y C son colineales 


Ahora por teorema del incentro en el AABC: 
LL eu) 


MATEMÁTICAS И 
Ahora se concluye que el AABC es notable de 37° y 53° 
mZBAC = 53° y mZBCP = mZPCA = 18,5* 
| Finalmente en el ARAC: 
| х = 53° + 18,5° 
х= 71,5° pa MERGE 
{ 
3 4 
Кечеси. MASAS аага ун ss > ES Á l m 
TAS 
en 5 " E " 
х z 
| Se ced 
Resolución: Piden: x 
^ 5/4 N 7/4C 
| Dato: ED — EB Е— з ——+— 2 — 
Como mZDHB = 90° y ED = ЕВ = c; entonces: НЕ = с Piden: Bo x 
| ё ОА у 
Datos: AB=AP=5,CP=2 y BC=7 
: Incentro del AABC 
| ё Como "I" es el incentro; BN es bisectriz 
Por teorema de la bisectriz: 
- A LUE 
| E NC 7 | NC-7n 
| 
A DE EE 5 7 
| omo: AN+NC=3 > АМ= 2 ^ мс= 4 


Prolongamos АН hasta cortar a BC еп “N” f 
Por teorema del incentro: 
Bl 547 
IN 3 


Ahora como BC // QD, además AN, CD y ВО son concurrentes en "Ў 
entonces: CN = NB. 


> ВІ = 4т л IN=m 


Ahora por teorema de Menelao en el AABN: 


Como т/СНВ = 90° y CN = NB = b; entonces: HN = b mix Sept (L2) 
4 


Ahora se observa que /EHNB es un trapezoide simétrico. 


5 MATEMÁTICAS II E GEOMETRÍA 


SJ 


NOTA 


G: Baricentro del AABC 


Se cumple: 


Я РВ = 6 
G: Baricentro del ЛАВС y 
BQ=4 
Entonces: AQ-QC y Q 
BG = 2(GQ) АВ=ВС=х 


Prolongamos NM y AC hasta que 


G: Baricentro del AABC 
se corten en “P” 


AP-x-6 


Por teorema del Menelao en: y CQ =x-4 
AABQ: fb(2m +q)=2/a(m +q) 


Desdoblando: 


AQBC: 


ido: 
pee x-72 
Entonces: 


MATEMÁTICAS II GEOMETRÍA 


Resolución: 


Piden: mZC =x. 


Graficamos y en él indicamos los datos correspondientes, se obtiene: ` at E NX LUE 


Piden: DE = х. 
Datos:BC=4, AB=9 y BD=8 BM//CF y AM=ME 


| с 
| 
9 
х 
| A 9k M 4k F Sk E 
| Sea АМ = т; como А, М, M y C forman una cuaterna armónica (dato), entonces; E > i è 
\ = Е = = = {> 
mb=28(b-m) >2b=3m=AC y NC- 2m oes de Tales: 
En el A ABC: Teorema de la bisectriz: > 
> — AACF (BM//CP): 
АВ AN я] AB-k 
BC NC 281] BC-2k A 3 
МЕ =4К 


Finalmente se observa que A ABC es "notable" de 53/2 


‚к= 53 96,50 
axm 25 


GEOMETRÍA 


Resolución: iden ; AD 
Piden : Sp 


Piden: AP 
Datos: AB = 9, BC=7 y АС= 4 


«1х 


Datos: АР: Bisectriz; BR: Mediana у СО: Ceviana 
3 (ВО) = 4 (PQ) > BQ = 4k ^ PQ = 3k 


Como "E" es excentro y G baricentro, entonces: 


Recordar: 
En el gráfico: 
BN: Mediana del A ABC 
АР, BN y CQ: Cevianas concurrentes, 
Entonces: 


Ahora observe que en el problema se cumplen las condiciones delo recordado, pa 
lotanto: PQ//AC y mZ ОРА = а, 


BM es bisectriz exterior: 5-43 ›см-14 


es mediana > AN-NC-2 y BG=2(GN) 
ма? 
- Ahora роге! teorema del excentro en el A ABC: 
A BE_9-7 } BE-k 
4 EM 2] EM-2k 
+ 


| Luego el A АОР ез isósceles: 18 
| ЛО = ОР =3k Finalmente por el teorema de Menelao en el А NBM: 
Af Je: (18 + x) = 2nf. 2k(2 + x) 
| Finalmente por el teorema de Van Aubel СЕТ 
x ъ,3к eR) 

| y b 4k 
| х.7 

y 4 


Resolución: 


MATEMÁTICAS II 


B) y PR — 20; calcular PQ. 


Graficando e indicando en él los datos correspondientes se obtiene: 


B) 10 с)8 


“O” es el centro de la 
y T // V // L7. Calcular la 


Piden: AM/MD. 


Como ABCD es un trapecio isósceles; entonces: 

* CD-AB-9 

* mZABD = mZACD = 20 —mZACE-0 

* mZCAD = mZBCA— mZCBD = mZADB = a. 


_ B) 105° C) 135* 
4 E) 150° 
L- 
tri gulo equilátero ABC y 
M tal que M y N están 
y AB respectivamente, 
FC = 43, calcular ОЕ 


Ahora sea QE — b; entonces se deduce: 
ВО = CQ = 5 - b (А BQC: isósceles) 


o2 
Luego por el teorema de la bisectriz (A ОСО): E) 3/2 
5-b b E! 
iio 


Ili, 11(BD) = 7(AD) y DF = 14, 


Finalmente por el teorema de Tales (A AQD): 


GEOMETRÍA 


/ 
Si “О? ев centro y PB = 4, calcular TP 


А)5 B4 03 
D)2 


ЗЕТИ ГЈ ; AC=8; DF=12 y 
EF - AB = 1. Calcular ED 


A)9 8)2 св 
D)4 E)3 
Calcule EF, AD = 9; BD- 6; ЮЕ = 8; 
AG GF. =, 
з "4 y D6// BC 
H 
E 
А € © P 
А)5 B)6 07 
D) 8 E)9 


Según el gráfico AB = 8; BC = 7 y 
AC = 11. Calcular "PE" si DE // BC (D, Py 
M son puntos de tangencia) 


A СР E 
^2 B) 1,5 03 
р) 39/8 


10. 


n. 


12. 


А1 
D) 3,5 Е) 4 


Calcular AQ si: ЕА = 6 y QC = 3(BQ) 


B 
9 
P А c 
E 
A)2 B)6 C)8 
D)4 E)3 


Calcular la mNP, si ABCD es un cuadrado, 
CM = MD y 2(BQ) = 5(QP) 


A) 37° B) 45° ©) 30° 
D) 18° E) 53° 
Si MNPQ es un cuadrado, AB // NP; 


e 
MP = APB). Calcular: oc 


MATEMÁTICAS II 


13. En la figura 2(AC) = 3(CE), calcule A 


A c E 


А)1 В) 1,5 С) 2,5 
0) 1,75 E) 2, 28 


14 BC = 2 y AB = 3. Si PF = 4, calcular Al 


A) 6/5 B) 8/3 ©) 6/7 
D) 10/3 E) 12/7 
15. En la figura: ABCD y EFGD son cuadrail 
ВН = 6 y HE = 1. Calcular la тА, 


B, c 
G E 
H 
A D E 
A) 22,5" В) 30° 037 
D) 26,5 E) 37, 


Si: AB y BC son diámetros y HB= 2(CH) 
calcular AC. 


MT=3yPM= 4. 
' punto de tangencia) 


“& n 
D25 9 qb 


E) 3a/2b 


C, E y P son puntos 
АВ, CD y ЕЕ Calcular 


21. 


22 


23, 


MY GEOMETRÍA 
АВ _ BC /S AC =20, calcular BD 
32) 
/ B 
; A 
ya D 
A) 14 B)6 08 
D) 10 E) 12 
si АВ ВС y gs = 12, calcular AR 
56 
в, 
^ 7 © 
x 
47 в)9 с)в 
D)6 E) 10 


La mediatriz del lado AC de un triángulo 
ABC corta a la circunferencia circunscrita 
a dicho triángulo en P y АР corta a BC en 
Q. Si AB = 5(BQ) y РО — 3, calcular AQ 


A)10 B)12 С) 11 
D) 13 E) 15 


En el gráfico "T" es punto de tangencia 
у АН = TC. Si (AC)(TH) = 12, calcular 
"TC" 


24. 


25. 


27. 


En un triángulo rectángulo ABC, recto en 
“В”, se traza las trisectrices CQ y CP 
(P є AQ). Si AP = a y РО = b, calcular 
"om 


D peed qarb) 

a-b a 2a 
D) Vab E) 2Vab 
Se tiene un triángulo ABC en el cual la 
ceviana AE interseca a la bisectriz BD en 
“N”, si BN = ND, BE = 4 y EC = 12, 
calcular "AB". 
A) 10 B) 6 ©) 12 
D)7 E8 
Si AM = 3; NC = 2 y MN // AC ; calcular 
А. (T es punto de tangencia) 

B 
А T © 

3 5 
D D o2 

4 3 
D3 Dz 
En el triángulo rectángulo ABC, recto en 
DP eM Cilada 1 

i s: AB po ug < Calcular la 
longitud de la bisectriz exterior BE (“E” 
en la prolongación de CA) 
A)1 B) 2/2 ORG 
D) V2 E2 

E - 354 


28. En un triángulo ABC se traza la bis 


31. 


32 


А; " MATEMÁTICAS II 


iósceles ABC de base AC 
VC se ubican los puntos M, N 
mente tal que AP = PM y 
CO == 
MQ 


E calcular Es 


interior BF y la bisectriz exterior 
CE” en la prolongación de АС) | 
AB = 8, BC = 6 y AC = 7, calcular "ИЙ 


А) 24 
D) 26 


B)12 С) 18 ' 
Е) 32 
B) 2/7 ©) 3/7 


En un triángulo ABC, se traza la bisedll E) 1/2 


interior BD. Si AB = 9, BC = 15 y . 

toma el mínimo valor entero par, cul triángulo ABC de incentro I; la 
(DC - DA). # contiene a dicho punto corta a 
la prolongación de AC en R Q y 


А) 4,8 в)2 04 mente, si AB = H BC = 

0) 7,5 E) 6,2 АР ee. 
m » calcular P5 ers BO 

En el triángulo ABC se trazan las cevi 

concurrentes AF, BM у CE. Si y IM mi С) 7/13 

mediana, calcular “AB”. (BE = 2, ВЕ E) 14/13 


y FC = 12) 
O; M y Q son puntos de 


№6 cular PT/TQ. 


D)14 


B)12 С) 10 


E) 16 


En un triángulo ABC se traza la Ыза 
interior BD. Si mZABC = 120 
A 


ah = = 5, calcular “BD” 

C) 8/9 
А)2 в) v2 сууз к 
D)1 E)4 


En un triángulo rectángulo ABC, recto 
B, se traza la bisectriz interior AS cui 
prolongación corta a la circunfern 
circunscrita en el punto T, luego se (ii 
ВН 1 АЅ (Н e AS), calcular AH, si ST = 


EN 


yHS - 1. E 
b O 
A) 2,5 B) 1,5 © 2 м m5 os 
3 2 
D) 3,5 E) V6 p E4 


37. Según 


39. Si ABCD es un cuadrado y ND = 


355 


GEOMETRÍA 


í gráfico, calcular AB/BB si 
3R = 7f (T, E, Q, M, S y F son puntos de 
tangencia) 


A) 5/4 B) 1/4 С) 3/2 

р) 7/3 E) 10/3 

Si ВМ = МС = AN y mZPNB = 70°; 
calcular mZzBNQ. 


B) 140* C) 130* 


E) 115* 


A) 110° 
D) 120* 


3 (AN), 
calcular BO/OH. (В Q y M son puntos de 
tangencia). 


276 
DEA 
0% 
D) 34 
E) V2 
En el triángulo ABC se trazan las cevianas 


concurrentes AF, BM y CE. Si BM es mediana, 
calcular “AB”. (BE = 2, BF = 3y FC = 12) 


B, 


A)5 
D)10 


В) 4,5 Ir] 


E)12 


41. 


43. 


Si ABCD y DPQR son rombos, РО = 2 (PC) y 
АМ = 6, calcular MN. 
^42 » 
B)18 
0332 
D)24 


E)3 
A b R 


Enun triángulo ABC: m2 ABC = 106°. Si AB = 
c y BC = a, halle la longitud de la menor 
bisectriz interna del triángulo 


Zac зас 6 ac 
Ка Б аке) 
7ac Вас 
Б) а+с Ei 5 (а+с) 


Según el esquema T es punto de tangencia. Si 


AB = 3y FE = 3 (GF), calcular AE 
c 


En un triángulo ABC, se traza la bisectriz 
interior BD. Si I" es incentro, calcular el 
máximo valor entero de ID, si BI = 15/4. 


А1 
D)4 


B2 03 


Е)5 


Se tiene el triángulo ABC y en éste se trazan 
las cevianas CE y BD de modo que BA es 
bisectriz exterior en el A BCD. En el A ABD se 
traza la bisectriz AN concurrente con CE y BD. 
Calcular AE, BC = 7, AC = 8yBN - 3 


А)2 
D)5 


B)3 04 


E)6 


46. 


47. 


А)2 B)3 [or 
0)5 EJ6 
. En un triángulo rectángulo ABC recto en ll 


MATEMÁTICAS II 


Calcular NC, si AB // MP // NQ, AM // 


En un triángulo ABC de incentro I se trazili 
bisectriz interior BS. En la prolongación 
AC se ubica L, tal SC = CL y LL BC = (1), 
AB — 6, BC =8уАС = 7, calcular BE 


A)54 
р) 6,4 


В) 5,6 С) 6,2 


E) 6,8 


Se tienen los hexágonos regulares АВСПІЙ 
ALMNPO (L e AB y AQ // FE). Si CP intern 
АВ y AM en Н y О respectivamente, de n 
quePO = 2y HC = 3, calcular MN/ BE 


А) 0,5 В) 0,25 С) 0,125 
D)0,6 E)0,4 
En un triángulo ABC se traza la bise 


interior BD y la ceviana AE, de modo ij 
BD ^ AE = (M) y m2 DME = 2(m2 ОМІ 
Si: 3 (AB) = 2 (BC) y DM = 3, calcular АМ. 


traza la ceviana interior BP tal que m. О) 
2(mZ РВС). Si AP = 14 y PC = 4, calcule ll 


A)60 
D)7,6 


В) 6,4 07,2 


E)8,0 


velar 


de semejanza aplicado a los triángulos. 
dos triángulos semejantes y estructurar las proporciones que de 


LA HOMOTECIA EN LA NATURALEZA 


ex una transformación de orden matemático que conserva la forma y amplía o reduce el 
Aina figura, considerando un punto de referencia. 


| vegetal, cogollos y brotes nuevos de algunas plantas se envuelven tubularmente. En el caso 
pecles de helechos es una espiral perfecta (logarítmica 
I) que se desenvuelve conforme la hoja se consolida. El 

д espiral es la protección de los brotes nuevos рага 
il atacados por insectos o cualquier consumidor de un 
010, propiciar el crecimiento la planta. Zarcillos de 
labazas y otras rastreras o trepadoras asumen 
la forma espiral con el fin de sujetarse a algún 


tran el objeto, se desarrollan сото una espiral 
inte logarítmica. El fin de la espiral en este caso, es 
lemento fuerte de sustentación para la planta y 

il crecimiento. En flores como el girasol, las semillas 
la ne distribuyen espiralmente. Lo mismo sucede en 
ишу frutos son del tipo piñuela. El fin, en este caso 

élmiento de área para disposición de los frutos. 

" 

МОА Son múltiples y diversos los moluscos, caracoles que tienen caparazón espiral. 
inte, la palabra caracol es sinónimo de espiral. Estas formaciones son muy complejas, una 
¡puedeinvolucrar varias espirales (logarítmicas con parámetros diferentes). 


тоз animales como los micos se enrollan en forma de espiral, quizá este evento este 
won equilibrio de los animales, alargando y acortando un contrapeso. Cabellos, cilios y 

lén, en muchos casos, adoptan formas espirales. Lagartos, lombrices, gusanos y larvas, se 
(In más común es que coloquen la cabeza (parte más vulnerable y útil) en el centro, esto es, el 
má espiral es la protección. Cobra vital importancia el caso de las serpientes, éstas, 
hi ве desplazan mediante mecanismo de reptación, formando una línea sigzageante en el 
падао descansan asumen una posición espiral con la cabeza en el medio. La razón de 
WW doble, una por la ubicación de la cabeza en el medio, otra porque ocupa menos espació 
ido asi, la vulnerabilidad general. Al enroscarse la culebra invierte energía, la cual queda 
ай forma de energía potencial que se hace efectiva como un ataque veloz, certero e 
бло de ser perturbada. 


MATEMÁTICAS II GEOMETRÍA 


un triángulo son proporcionales a dos lados de otro y los ángulos que 
llos determinan tienen medidas iguales; entonces dichos triángulos son 


Dos triángulos semejantes son tales, que a uno podemos denotarlo con ABC y al otro & 
МАР de tal forma que entre ellos se puede establecer una correspondencia biunívoca del mi 
siguiente. 


Ángulos Lados 
mZA = mZM 
mZB = т/м 
т2С = тр 


El valor de К, conocido como constante de proporcionalidad, es llamado en este contexto, “гай 
de semejanza de los triángulos ABC y MNP” 


Simbología: 


El símbolo a usar para representar la semejanza es “~”, el cual se lee “es semejante 
utilizaremos para la notación de la semejanza entre dos triángulos, así por ejemplo, para los triángyli 
antes mencionados podemos usarla siguiente notación. = 


| Esto puede representarse gráficamente de la siguiente manera: 


fk, mk 


| Теогета: 
| Si las medidas de dos ángulos de un triángulo, son iguales a las medidas de dos ángulos de 
triángulo, estos son semejantes. 


B N 


MÁ Ap 


Observe que: т/А = mZM ymZC = тер 


semejanza de los triángulos ABC y PQM 


MATEMÁTICAS II 


=> m«DCP = 90° 


que: m«BAC = m«BPC = 0 


AABH -APBC 


PROPIEDADES y 
1) B En el gráfico: os el diametro BP (ВР = 2R) 
А mZABN = mA 
ў, Se cumple: 
=m, 
"HE aer X i =, 
——8———4 
2) B 
Si: 1 // АС 
Entonces: 
® 
^ x y с. 


3) 


En el gráfico: 


R: Circunradio del 


Se cumple: 


GEOMETRÍA 


Si: AB // CD // EF 


Se cumple: 


Si: 
BC // EF // AD 


Se cumple: 


En el gráfico: 
mZABC = 90° 


BD: Bisectriz interior de AABC 


MATEMÁTICAS II 


Prolongamos CB hasta P tal que PA // BD 
= m«CPA = m«CBD = 45° 
=  ABP(notable de 45°): BP = BA =a ^ PA =ау/2 
ACBD ~ ACPA 


T 
! En el gráfico: 
P: Punto de tangencia 


AB: Cuerda 


Se cumple: 


(Teorema de Pappus) 


En el gráfico 
P y Q: Puntos de tangencia. 


PQ : Cuerda 


Se cumple: 


(Teorema de Pappus) 


КЕТТЫ ИЕС AS A 362 E 0 


GEOMETRÍA 


En el gráfico: 
ABCD: Cuadrilátero inscrito 


Se cumple: 


(Teorema de Viette) 


1. Del gráfico calcule el valor dex. 


2. Si los triángulos mostrados son semejan- 
tes Determine el valor den". 
N 


^ 


3. Segünelgráfico calcule: а – f. 


AA 


Rpta.:.. 


4. Deacuerdoalgráfico, calcule el valor de x. 


¡Y EJERCICIOS DE APLICACION С 


5. 


7. 


MATEMÁTICAS II 


Según el gráfico calcule el valor de x, si: 
B 


S //AC 


Calcule el valor de x; si AB // CD // MN 


D 


4 


Calcule el valor de x ; si AD // BC // РО 


Bi 1i с 


j 


ns 


Für» p 
M 


+—п+2—{ 
н 


BQ-x 
MP - PD y AM=2 
f O: Centro del rectángulo ABCD 
| El AMPD es isósceles: 
mZPMD = mZPDM = 0 
Se traza ОН! АР; se observa que: 
CD = 2(0H) = 2/ 
АН = HD 
Ahora: AOHM ~ АСО 


Sea: MH =n > CQ-2n 


Luego: AH =HD=n+2 
365 


E. CTI ES MATEMÁTICAS IT GEOMETRÍA 
Como ABCD es un rectángulo: 
хъ2 =2+h+8h+2 


AO-R 


| 
| | Dato: mZPOA = mZABQ = 0 
I OP-8 y ВО = 2/2 


|, El AAOB es notable de 45° у 45° (АО = ОВ = В) 


АВ = R42 у mZOAB = 45° МН = 27 у AL=3/ 


Se observa: ЛАС ~ AMHC: 
Ahora por propiedad del cuadrante: 
mZAQB = 135° 


Рог semejanza de triángulos (ЛОРА ~ ABAQ) Luego: MC = 2k, AC - 3k y AM = к 


кв AABC: "Teorema de la bisectriz interior 
2/2 RVZ ж 
ma 
. R=4 
5 x=6 


Е 


MATEPIÁTICAS II GEOMETRÍA 


CD-x 


Datos: (ВН)(АС) = 4(AH) 
OC // AD 
H: ortocentro y О: circuncentro 


Piden: AE-X 


Datos: AD=3 y AB=4 


E: excentro del AABC 
mZOCB = mZADC = fi 


mZOCA = mZCAD = a 


de 
| Como 06/75: 
á 


Como E es excentro; entonces: 
BE : Bisectriz "interior" del AABC i 
`АЕу СЕ : Bisectrices "exteriores" del AABC Por propiedad de circuncentro: 


AO = OC = OB => mZOAC = а ^ mZOBC = f 


mZNBC mZOAC = mZHAB = a 
iedad: ABC = 99s - "ААВС 

Bogdan " 2 mZOBC = mZHBA = р 

mZAEC = 90* - 0 
En “E”: mZDEA = Ө 
Ahora AEAD ~ ABAE: 

z3 

4 x 

л к=2{З 


MATEMÁTICAS II 


GEOMETRÍA 


Resolución: 


Recomendación para la construcción del gráfico: ubique primero el punto ll y 
luego el punto D. 3 ; ZI 


Se pide: DE=x 


Datos: АС = 12 
AB + ВС + АС = 40 
I: Incentro del ЛАВС 


Al y СІ : Bisectrices 
mZIAD = mZIAB = а 
mZICE = mZICB = 0 


“О” es centro del cuadrado ABCD. 


ID // AB: mZAID = mZIAB = а - 
Арна olonga EO hasta que corte a BC en E 
TE // BC: mZCIE = mZICB = 0 por simetría: DE = BF = b 


BC//DE:  mZCFE = mZFEA 


л .En el ДЕСЕ; como mZF = mZBEC = 0, entonces: 


AIDE ~ ABAC: po 
Рлвс £22 (a + b) a.....(1) 
Siendo: АС=а+х+Ь=12 , 
pij dear 12 En el ACDE: Teorema de Pitágoras 
2рлвс = АВ + BC + AC = 40 1=*4 eO 
x 12 Igualando (1) con (2): 


Entonces: 12740 (a+b)a=a? +b’ 


MATEMÁTICAS П GEOMETRÍA 


Ahora el ABAE es notable de 53°/2; (АЕ = 2AB = 2a) 
| В = 53°/2 = 26,5" 


Sea: GD=a y DM=b 


"También el ACDE es notable de 45°; (CD = DE = a): CH а 


В + 0 = 45° 
265 + 0 = 45° Además: AM = За + b = МЕ = EM 
EX Como G es baricentro: 


-law-l are 
GM = (ЕМ) = (3a «b) ea 


Ahora en el AGDM: Teorema de Pitágoras 
b 2 
a+b? (a+ >) 
3 


à А 4. 
Operando: b^s 


En el AGDN: 


Piden x 
Datos: ABCD es un cuadrado у G es baricentro del AAEF 


Setrazala mediana EM del AAEF; entonces: 
ЕМ = АМ = МЕ; mZF = mZMEF =х y mZGMD = 


Propiedad: “La altura relativa a un lado es el triple de la distancia del. 
baricentro hacia dicho lado" 
B, 
Si: 
G: Baricentro del ЛАВС 


Se cumple: 


MATEMÁTICAS II GEOMETRÍA 


mZBAE = mZCED = a 
mZABE = mZBEC = В 


mZCDE = mZBEA = Ө 
mZDCE = mZCEB = f 


En “E”: 


a p +0 = 180° 


DABCD: Inscrito тА + mZBCD = 180° 
Г 


mZBCD =ß +0 Piden: d 
mZBCE = 0 
Datos: E: excentro del AABC 
ABCE: Ө + B + mZEBC = 180° p AF = DE V2 


mZEBC * a 


AABE ~ ABEC ~ AECD Como E es excentro: АЕ, BE y CE son bisectrices. 


Por propiedad: 
mZBAC 


mZBEC = 90” - 2 


mZBEC = 90° - x 


Se traza DH LBE ; se deduce: 
mZEDH 


ADHE ~ ЛАВЕ: 
pr a (0н 
| АВ ду? АВ = А2 
-ABHD es notable de 45° у 45°: 


вр = //2 


AACD: Isósceles (GB : mediana y altura) 
mZCAD = mZCDA = 2x 


Ahora en el ABHD: 
Зх = 45° 


[с C ON, s in Pr «Улы MATEMÁTICAS И 028 1 > GEOMETRÍA 


Resolución: 


E Р 
y su radio mide 2. 


2(a+b) 


Piden: El inradio del AABC 
Datos: г=2 у AC=12 


Сото P y M son puntos de tangencia: 
AG, : Bisectriz del PAM 


Como Q y N son puntos de tangencia: 
CO, : Bisectriz del «ОСМ 


Además 1: Incentro del AABC 
IL = x (Inradio del AABC) 


Como: OM=0N=2 
Entonces O,MNO, es un rectángulo y 0,0, = 2r = 4 


Ahora: AO¡JO, ~ ААС 


Sea: AP = 2a y QD = 2b 

Р а АМ | ND _ За ‚ЗЬ AN,ND a,b 
бе pide AN AN,ND a,b 
Ко ND'AN b За Мр АМ b'a 


` Se traza las alturas PM у ОТ de los triángulos equiláteros APN у QDN: 


J АМ = РМ =а/3 у QT- b43 
Y NM= 


Se traza OL 1 AD: 
OL=AL=1D=a+b; ML-b y LT=a 


Recordar 
ы жишк + Si BC// EF // AD 
nj 
8 mp bm + an 
» x- 

men 
A 


MT=a+b y AD= 2(a + b) = AB 


> pel 


En MPQT: con EP NE 


а? «b? +2аЬ = а?./3 b^ /3 
2ab = a*(/3 –1) +203 -1) 
2ab = (a? + b*)(/3 -1) 


Resolución: 


Piden: PH=x 
Datos: РО =а, РММ =Ъ y PS=c 
Por el punto “A” se traza la recta tangente L3 


MATEMÁTICAS |! 


ER GEOMETRÍA 
- Por el teorema de Pappus: 

+ Respecto a Ly y Ly: x^-m.c 

Espec 17 y Te: nal | 


Entonces: 


Piden: E d 
Datos: АМ -MC-b 
PD // BC 
mZABD = mZDBC = a 
"Irazamos МО y lo prolongamos hasta cortar a ВС en “N”. 


Ahora en el AMBC; como DL//BC; CL; BD y MN concurren en “Q” se 
cumple: 
\ ВМ = №. 


579 


MATEMÁTICAS 1 ш GEOMETRÍA 


En el AABC se observa que AM = MC y BN = NC; entonces: FBED: Cuadrilátero inscriptible 


* MN es base media mZDFE = mZDBE = a 


MN // АВ y mZBQN MP VAT 
. - 
? E rea. Ahora sea: FE-y 
El ABON es isósceles: Teorema de Ptolomeo en FBED: 
МО = ВМ = с ху = За + ЗЬ 
En el AQBC, сото BN = NC = QN = c; entonces: xy = 3(a + b) .... (1) 
mZBQC = 90° "Teorema de Viette en FBED: 
x-90 _а5+9 
| 3a+3b 
| ab+9 
| a+b) 7 e, 


De (1) y (2): 


AX << la 


AP=x 
Dato: AB=6, ВС=8 y AC=7 mZPBA = mZC 
Sea m< BPA = a; 


A 


| Spar ше ahora se observa que А PBA ~ A PCB, entonces: 
Datos: ab=16 y DE=3 Те para 
= t —=== 
Se observa que FE // AC; entonces: PB в 4] PB-4k 


mZFED = mZEDC = a Ahoracomo: mZPBA = mZC = 0, esbueno recordar losiguiente: 


A са 380 аас аат сИ 


| сүа" Dei C MATEMÁTICAS 11 x ec GEOMETRÍA 


mZ ВАС = а ^ mZ CAD = o; luego se deduce: 

mZ BCA = o (BC// AD) 

mZQLM -o^mzLMQ = а  (AALQM: Inscriptible) 
- Porsemejanza de triángulos (A ABC ~ А MQL) 


En el problema: 


(40)? = Gk 7). ЗК > к=з 
2 РА =х = 3 (3) = 9 


Jm шк мулук. 
[йи 2, „уа 


аа 


Resolución: Piden: AB. Datos: 


ABCD: Romboide > AD = BC =9 


5090 73 (ом) —QL- 3kAQM = 5k nos OA (A: Punto de tangencia), entonces: 


mZOAB = 90y0A = OM - К 
¡hora sea: mz BAM = а, luego se deduce que: 

А mZOAM = mZ ОМА = 90-а, (А OAM: isósceles) 

m4 MBN = а. (A MBN: Triángulo rectángulo) 


Se cumple: 


MATEMÁTICAS II GEOMETRÍA 


En el problema: s y Д A тар" m 
(вм)? =80) — BN-2/2 E 

Por el teorema de Pitágoras (А MBN) 

х2 =12 + (2/2 ў 


лх=3 


Si: 
AC: Diámetro 

B y D: Puntos de tangencia. 
Se cumple: 

тг ABD = mZ DBC = 45 


Entonces en el problema: 
mZ ABC = mZ CBH = 45° 
Por ángulo inscrito y ángulo semi inscrito se deduce: 


т Ср =90° y mZ ACD = 45° , entonces 


D 


Se traza BP //AD (P e CD) у PQ//AB (Q e AD); entonces: 
mZPQD = mZA - 0^4mZBPC - mZD — 0 
РО = АВ = 9уВР = АО =6 (АВРО: Paralelogramo) 
PD = 9уСА = 2 (A QPD: isósceles) 

Porsemejanza de triángulos (^ QPD — A PBC) 


amZH=0ymZEBC=0; 

Епе1ЛЕВН: а +0 = 45 

EnelAECB: mZ ЕСВ + а = 45 > mZECB = 0. 

- Nhorase traza la ceviana interior CQ tal quemZ QCH = a; luego se deduce: 

EnelACQH: mZ BQC = a - 0 — 45 

Finalmente: x=6+QD El A CBQ es isósceles: CQ = x 
= 

4 

Finalmente se observa que A ВСЕ ~ А CHQ, entonces: 


ХХ >x=-Jab 
ba 


2х=9 
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MATEMÁTICAS 11 


12 


GEOMETRÍA 


Si: АВ = 9 y AE=3 y ED = 12; calcule 


PROBLEMAS PROPUESTOS EN — — 
rencia; calcular ВО. DC 
Si los lados de un triángulo miden 17, 19 Dado un triángulo isósceles ABC, AH E, 
y 23; calcular la medida del menor lado se traza la mediana CM y en ella se 
de otro triángulo semejante a él, cuyo el punto "P", tal que la mZABP = ша 
perímetro es 177. Si BP = 6, calcular “РМ”. 
| 
| А) 26 B) 34 С) 38 А)2 B) 2,5 с)з 
| D) 46 E51 D)4 E) 6 а+ў 
А [*] 
| 2. Se tiene un triángulo ABC, en él se traza — 6 En un triángulo ABC: AB = 4 , BC Ж 
la mediatriz de AC que corta a BC y AC — 6, setraza PQ // AC, de modu B) 9,2 с) 6,2 А) 4 B)6 97 
а la prolongación де АВ en М y N AP = ВО (P en AB y Q en BC). Cul Es 
respectivamente; calcular MC si: “po”. E) 6 DSS 
AB = 2(BN) y BM = 2. 
A) 8/3 B) 9/4 ©) 5/1 " 
da, PT = 2 y ТМ = 4. А 
DE B)4 95 D) 9/5 E) 8/4 o y 13. Se tiene un triángulo acutángulo ABC en 
0)6 E)8 x el cual se trazan las alturas AP y CQ; las 
7. Si: (AB)(MC) = 42 y AD = 6, calcular R distancias de A, B y C hacia la recta ОР es 
3. Si:BE- 2, BC = 8; calcular BP (P: punto 3, 6 y 2 respectivamente, calcular la 
de tangencia) distancia del ortocentro hacia dicha recta. 
| B 
| TN M1 B) 0,5 с) 1,5 
| o6 0)2 E)3 


~ 14. Si ABCD es un romboide; PM // CD; 
"- | Q y T son puntos de 20М = 2MR = RD y AQ = 8. Calcular BC. 


D) E) 13 
№2 B)4 96 ра 2 ela distancia del punto 


D)8 E) 10 


| Р c А)7 B)3 C) 466 


Si BP = 2y QD = 3, mAB = mBC, cal 
| 4. Si AP = 5 y AB = 13; calcular DT. РС. 
(Т: punto de tangencia) 


P 


СЛ 


А [o] Wb 
\ a+b же А) 24 в)20 с)з2 
\ с)з 
А) 2,3 в) 26/5 C) 65/24 А2 в) б d 4 E) Jab D)28 E)12 
| D) 60/13 E4 D) 43 E Ya 


MATEMÁTICAS П 


15. Interiormente a un triángulo ABC 19. En la figura BMNP es un rombo. 
se ubica el punto O, tal que AB = a y BC = b, calcule PN. 
mZBOA = 90° + mZC, sean AB = 
BC = a, AC = b y OC = d. Calcular 
elvalorde; 45, si: OB OA _ 

abk BC AC 
A1 B)2 © 3/2 
D) 1/2 E42 A 
16. En la figura, BN = QD. Si AB = бст, 
MN = 4cm y PQ = 5cm, calcular CD. ya jofetbb „ай 
arb a a 
A = 
p; &zbb E); 
hos a 
20. Se tiene un cuadrado ABCD; en AC y 
lp se ubican los puntos E у F respectivamWl 
tal que mZEBC = mZAEF; AF 
A) 7 cm B)7,2cm 0)7,5ст FD = 3, calcular BE. 
D) 8 cm E) 9 cm 
A) УЗ B) 243 04 

17. En un triángulo ABC, se traza la mediana 
AD. En BD se ubica el punto M, por el cual D)2 E) 12 
se traza la paralela a AD que interseca a 
AB en P y a la prolongación de CÁ en Q. 

Calcule AD, si MP = 2u y PQ = Зи 21. Si TDL es un triángulo equilátero; AD. 
y TL = 3; calcular AS (T es punto 

A) 2, 4u B) 2, 8u C) 3, Ou tangéncia) 

D) 3, 2u E) 3, 5u Я 

18. Si ABCD es un romboide; EA = 12; DF = 3 A 

y EC // AQ. Calcular BC. 
B c 
B 
T L 
E A D F 
Аа B)6 Os A) v5 B) VI5 c Viù 


Es 


circunferencias secantes en A 26. 
una recta que pasa por "A" y 
аз circunferencias en P y Q; 
los puntos se trazan rectas 
^ a las circunferencias que los 
tas rectas se cortan en M. 
si AB = 12, ВО = 16 y 


B) 14 С) 15 


Е) 13,5 
UY К 5(NM) = 3(MP). T es 


T d 


27. 


М B)5/8 С) 3/8 


E) 3/7 


si: (АВ) (ВР) = 32; H, My T 


28. 


0 “P es el incentro 
rientro, IG // AC. Calcular IG. 


B, 


GEOMETRÍA 


Un impresor quiere hacer una tarjeta de 6 
pulgadas de largo y de un cierto ancho, tal 
que al doblarla por la mitad, como se 
indica en la figura, tenga la misma forma 
que antes de hacer el doblez. ¿Cuál debe 
ser la longitud del ancho de la tarjeta? 


——— 


I—3—34 


0342 


E)6 


лз 
D) 343 


B)4 


En la figura ABCD es un cuadrado, 
calcular PA/QD. 


D 
^2 с) 2/2 
D) УЗ DE 


En un trapecio isósceles ABCD, de bases 
BC y АР, la circunferencia inscrita en el 
trapecio es tangente a AB y CD en los 
puntos P y Q respectivamente. Si BC — a 
y AD — b, calcular PQ. 


2ab ab a 
A arb B) a+b 9 a+b 
D) 3ab E 4ab 


29. 


31. 


En un triángulo rectángulo ABC, recto en 
“B”, se traza la altura BH y en el triángulo 
ABH se traza la ceviana interior AM tal 
que los ángulos AMB y BAH son 
suplementarios. Si AM = 5 y BC = 9, 
calcular "AB". 
A)3J5 


8) 343 ©) 22,5 


0) 15 юз 


En la figura MN es paralela а АС, 
AB = 18m, AC = 27m y BC = 36m. 
Hallar el valor de MN para que el 
perímetro del triángulo BMN sea igual al 


perímetro del trapecio MNCA 
B 
M N 
^ с 
A)l45m B)l62m О) 12,5 
0) 20,25 т Е) 19,25 т 


Еп la figura ABCD es un cuadrado de 
centro О. Si 2BN = 5NC y OQ = 12. 
Calcule AQ. 


B М.С 


D 
A)48 B)4 os 
D) 3,2 597 


32. En la figura mostrada RT y Q son 


MATEMÁTICAS П GEOMETRÍA 


39. Se traza "n" paralelas al lado BC, las que 
determinan segmentos congruentes en el 
lado AB. Si BC — a, calcular la suma de las 
medidas de todos los segmentos paralelos 
determiandos en el triángulo ABC. 


de tangencia. Hallar TH, si AM 
BN=9 


2an 


A)295.— Ban 
aen 
an 1) 
DES 
z 71 74 
^g M M 40. En el triángulo ABC en el interior y en el 
р) 5 "E exterior relativo a AC se ubican los puntos 
x ^ “M” у “М” respectivamente, de modo que los 


triángulos ABM y BCN son equiláteros. Si 
AN = 3, calcular la distancia entre los 


centros delos triángulos ABM y BCN. 


Calcular OP si: OQ // TH; los radios 
oircunferencia miden 3 y 2 (Q, H, T 
son puntos de tangencia) 


^2 B)15 ©) 2/3 
y A D) уз E)1 
| М son interiores al cuadrado 
J es exterior relativo a CD; 
[X OD = 6; siendo O centro del 41. Las circunferencias C, y C, son tangentes 
о Sou 


exteriores en L. En C, se ubica C y en C; se 
ubican E y N, de modo que C, L , E son 
colineales. Calcular la m NE, si: 2 (CL) = 3 
(EL), EN = 4 y el radio de C, es 6 


91242 
E) 3/2 


A) 742 B)8 
D) 5/2 


C) 10 
E) 64 


[Т = by TN = a; calcular EP. 


Si BQ = 8; 3(AC) = 4(AD), “А” es y PM 


de tangencia; calcular la distancia de 


acia АР. > 
D 


€) 60 
E)53 


A)30 B)45 


D)37 


42. Calcular la medida de la hipotenusa de un 
triángulo, sabiendo que el segmento que 
une el baricentro y el incentro es paralelo a 
тп cateto. Dicho segmento mide 8. 


25 


B, 
A)60 B)45 С) 90 


2 E e 180 
D)6 Ds E) 


(O: Centro del arco AB) 


A) 246 
D) V6 


B) v5 


Si: AO = OB, calcular mz РОТ. 


A)89 
D) 135 


В) 120 C) 100 


E)90 


45. Si: R T yQ son puntos de tangencia; AM = 4 
y BN = 9,calcular TH. 


А) 72/13 
D)77/15 


B)59/14 C)6 


E) 41/13 


46. Se tiene un cuadrante АОВ de centro “О” y 
una circunferencia de radio 1 tangente a la 
prolongación de ОА y el arco AB en P y T 
respectivamente. Si: OA = 4, calcular la 
distancia de "B" hacia OT. 

А) 2/6 


в) EE с) 3/3 


руз DES 


GAR Kr aca ELM сч 


Del gráfico, calcular AQ, si (HQ) (OA) =6 47. 


48. 


MATEMÁTICAS II 


En un triángulo ABC, de circuncentro «Очу 
trazan las cevianas BD y CE que se cortan. 
“0”, luego se trazan OP y OQ paralelos a M 
y AC respectivamente (P y Q en BC). 
m ВАС = 45 y PQ = a, calcular OD + ОК 


В) а/2 


A)a 
D) 22а 


C) 2a 
E) аб 


En el gráfico, calcular TH, si: BT = 5 y Ol 
12 (Tes punto de tangencia) 


A 
А) 5,4 
0) 6,8 


В) 3,85 С) 3,9 


E)7,2 


Calcular СЕ si ABCD es un cuadrado All 
y AN = 3(CM). 


B, С 


А) а/2 
D) a/3 


B)a/5 C) a/4 


E) а/б 


Dado un triángulo acutángulo ABC, de 
tocentro Н y circuncentro О; en la prolui 
gación BC se ubica el punto D, de mol 


que AOCD sea un trapecio isósceles, Nj 
(BH) (AC) — 4(AH), calcular CD. 


A)1 
D)4 


B)8 03 


E) 2 


libros-gratis-en-pdf.blogspot.com 


las principales relaciones entre las longitudes de algunos elementos de la. 
cia. 


las propiedades del triángulo rectángulo que relacionan sus lados, su menor 
las proyecciones que ésta determina. 


ilición muy persistente con base documental en Vitrubio, Plutarco, Diógenes Laercio, Ateneo y 
¡ntribuye el Teorema de Pitágoras al propio Pitágoras. Pero los descubrimientos arqueológicos de 
by de las culturas de Mesopotamia, Egipto, India y China, han revelado que estas civilizaciones 

Aspectos del Teorema de Pitágoras muchos siglos antes que este sabio. Las referencias 
leas al Teorema no contienen, sin embargo, pruebas del mismo, mientras que es generalizada 
Jin de que fue Pitágoras el primero en proporcionarnos una demostración lógica del Teorema, lo 
Justo que éste haya pasado a la historia con su nombre. 


Laercio en su Vida de filósofosrecoge (Pitágoras VIIL 7) una referencia de un tal Apolodoro "El 
sobre Pitágoras, en la que asegura que este filósofo sacrificó una hecatombe (cien bueyes), 
hallado que en un triángulo rectángulo "la potestad de la línea hipotenusa es igual a la 


edotas son, sin duda, ficticias, porque contradicen la filosofía pitagórica sobre la 
Mución de las almas, pero han contribuido a magnificar la leyenda que envuelve a Pitágoras, y 

rminaron que en la Edad Media al Teorema de Pitágoras se le llamara "Inventum 
dignum". 


lón ha establecido que Pitágoras habría dado una prueba empírica del Teorema, muchos 
lles admiten que la demostración de Pitágoras se basaría en su propia Teoría de las 
Ies -imperfecta por aplicarse sólo a cantidades conmensurables- 


BA/BD = BC/BA, AC/CD = BC/AC. 


уал las expresiones del llamado "Teorema del cateto": 5] 
ВА? = ВЮх ВС, АС2= CDx BC | 
tlas, se obtiene: 


BA? + AC? = (BD-- CD) x BC = BC BC = ВС:, Bepiescataciones 
BA? + AC? = BC". Pitagóricas 


GEOMETRÍA 


Si dos cuerdas de una circunferencia se cortan, el producto de las longitudes de los segmentos 
determinados en una de ellas es igual al producto de las longitudes de los segmentos que se determinati 


enla otra. 
^ С En el gráfico: 
AB y CD : cuerdas 


Trazamos EC y DB 


m«DEC = DBA - 0 


DECBD бено) 
m«ECB = m«BDA - 8 


r Si de un punto se trazan una tangente y una secante a una circunferencia, el cuadrado de 
longitud del segmento tangente es igual al producto de las longitudes del segmento secante у 


correspondiente parte externa. 


AADB- AACE 


En el gráfico: 

AT : Segmento tangente 
АС: Segmento secante 
T: punto de tangencia 


4 E de un cuadrilátero inscriptible se prolongan hasta cortarse, el producto de las 
del punto de corte a dos vértices colineales con él es і f 

igual al producto de i 
os dos vértices colineales con él. y а 
Mos 


j: cuadrilátero inscriptible 


Side un punto se trazan dos secantes a una circunferencia, el producto de longitudes de una del dos opuestos BC y AD se prolongan hasta cortarse en Р 


| secantes y su parte externa es igual al producto. de la otra secante y su correspondiente parte externi, 


pos En el gráfico: 


snb AE y AC: Segmentos secantes 


CHBROR 000000000 MAZA 
PROYECCIÓN ORTOGONAL SOBRE UNA RECTA 


Se denomina proyección ortogonal de un punto sobre una recta al pie de la perpendicular trazada 
del punto ala recta, los puntos que pertenecen la recta son proyecciones de si mismos. 


GEOMETRÍA 


idrado de un cateto es igual al producto de la hipotenusa y la proyección del cateto sobre Іа 


Se denomina proyección de un segmento sobre una recta a la porción de recta comprendida ent 
las proyecciones de los extremos del segmento, esta proyección es también un segmento excepto 
cuando el segmento que se proyecta es perpendicular a la recta, en tal caso la proyección es un punto. 


En el gráfico: 
HC : Proyección de BC sobre AC 


D 
A c Se cumple: 
B, 
© / 
y 
A mom 


Ў - > — úindrado de la altura relativa a la hipot: i 

N 2 Proyección de A soge T, Ar, de un triángulo rectángulo es igual al producto de 
BC : Proyección de BC sobre $£ м 
D : Proyección de DE sobre T 


FG : Proyección de FG sobre f 
HT : Proyección de HI sobre EN 


En el gráfico: 
АН : Proyección de AB sobre АС 
HC : Proyección de BC sobre AC 


Se cumple: 


T 
2 
| 
Li 


En todo triángulo rectángulo; al trazar la menor altura se forman dos triángulos los cuales 
semejantes al triángulo rectángulo dado. 


En el triángulo rectángulo ABC: D 
AByBC :Catetos ' E 
lucto de los catetos de un trián; " 
^ xc pow Vines. riángulo rectángulo es igual al producto de la hipotenusa y la 

BH : Altura (menor) 
AH Proyección ortogonal ( 

AB sobre AC 
сн : Proyección ortogonal En el gráfico: 

BC sobre AC BH : Altura relativa a AC 
Se cumple: бесир: 


Ep S AI 
Teorema 


GEOMETRÍA 


Los cuadrados de los catetos de un triángulo rectángulo son proporcionales a sus respectivas En el gráfico: 
proyecciones sobre la hipotenusa. purs 
| b AB : Diámetro 
| 
| En el gráfico: X ч A Se cumple: 
| у АН: Proyección de AB sobre AC Ha 
AH 28 = AR -— 
НС: Proyección de BC sobre AC ES [mem] 
a b 
Se cumple: 
| 
| 
| А © 


Еп el gráfico: 
A, B y C: Puntos de tangencia 


Se cumple: 
, — Elinversodel cuadrado de la altura relativa a la hipotenusa de un triángulo rectángulo es igual a la sun B, е | 
^  delosinversosde los cuadrados de loscatetos. г" m 


B En el gráfico: 
| BH : Altura relativa а АС 


Se cumple: 


GEOMETRÍA 


E cum ATI TICAS II А 


Sean los centros de las circunferencias P y Q: EJERCICIOS DE APLICACIÓN IA 


ipo. Ж е el valor de хеп: 5 
"b usutperpitaticdu era AP elvalorde xen ¿Cuáles el valor de x, enel gráfico? 


Ubicamos el punto medio de AB: 
x 
М => АМ = МВ = 2 
Trazamos РМ у lo prolongamos hasta que intersecte a Іа prolongación de QB en E. 


РМ=МЕ=/ el valordexen 


ET A-L- 
=> AMAP =4MBE(. er 


=> APQE es isósceles donde QM es mediana y altura 
ДОМЕ (Relación métrica): 


(5 -= 


ün el gráfico calcule el valor de x. 
B 7. ¿Cuál es el valor de x?. Si A; B y T son 


D puntos de tangencia. | 
d) 
Observe que: 
B Q AABC ~ APQR 

| 

xd c 

“ Se cumple: n m 
s. сею =Ь 
Р t R mine el valor de x. 8. Deacuerdo al gráfico, calcule el valor de 
(Teorema de Dosta 7 xy;sia -2 
х+6 1 


400 


PROBLEMA 2 


MATEMÁTICAS II 


13 —— ——4 


Se traza DH 1 AB (Base media del AABC); entonces: 


DH-X; AH- HB- 9 y ЕН = 4 


2 


Por relaciones métricas en el AEDB: 


Bl -(@) 


=12 


Enla figura ABCD es un romboide. Calcule la longitud de la proyección ortogü 
de BP sobre AD, si AP = бст y PD = 2cm. 


с 


Se traza BH 1 AD у РО 1 ВС; se observa: 


HP: Proyección de BP sobre AD 
НР = BQ 


х 


Сото АВ // CD: mZBPC = т/АВР + m2DCP 

—— —— 
90° =mZABP+ Ө 

mZABP = 90°- 0 

Ahora se deduce que el AABP es isósceles; entonces: 
mZBAP = 90°- 0 
АР =ВР=6 

Como ABCD es un romboide: 
AD=BC=8 

Relaciones Métricas en el ABPC: 
6 = 8х 


х= 4,5 


= З у б es baricentro del triángulo АВС. 
B 


GL, si BH = 6, GM 


Resolución: 


PROBLEMA 4 


Piden: GL = x 


H N 


Datos: BH-6 y GM=3 
G: Baricentro del AABC 


Como G es baricentro del ЛАВС: 
cw-Pi + 6N=2 
AG=2(GM) — AG=6 


Ahora por relaciones métricas en el AANG: 


En el gráfico que a continuación se muestra, DG // АС, mÓB = 
DE=2yEF=6,CalcularAE. ——— 


Datos: DG //AC (mAD=mGC=0) 
mDB=mBG 
DE=2 y EF=6 

Sea mBG =a ; entonces: 


mZBEG = se CZ Interior) 


mZBFD = "ut CZ Interior) 


Luego en el AEBF (isósceles); se traza la altura BH ; entonces: 
ЕН = HF - 3 

Ahora se observa que BH es flecha de DG ; entonces: 
DH=HB=5 y FG = 2 

Por relaciones métricas en el AEBG: 
(ЕВ)? = (8)(3) 

ЕВ = 2/6 
Por teorema de las cuerdas: 
x(EB) = (2)(8) 
x(2/6) = 16 


Se traza CB ; como AB es diámetro; entonces: 
mZACB = 90° 

Las prolongaciones de CB y AD se cortan en L 
Ahora se observa que: PQ // LC y AO = OB; entonces: 
- AP - PL = 6; LD =3 y LB = 2(PO) = 4 (ОР: Base media del ЛАВІ) 
- ВС = 2(Q0) = 2x (00: Base media del AABC) 
Por teorema de las secantes: 

(4 + 2394 = (12)3 


^% x=2,5 


GEOMETRÍA 


Relaciones Métricas en el APCB: 


eee) edes 


2 


Multiplicando miembro a miembro: 


mae) 


Reemplazando (1) en (2): 


MATEMÁTICAS И GEOMETRÍA 


Resolución: 


Se pide: 


Se traza PD; BD y ВО 1 AP; se concluye: 
Como “С” es baricentro del AABC: 


mZABD = mZAPD = 90° (AD : Diámetro) 
CN y ВМ: Medianas (AN = NB ^ AM = MC) 


BG = 2(GM) = 2n 
СС = 2(GN) = 27 


BO = OD y АО = ОС = 7 (ABCD: Paralelogramo) 
BPDQ: Paralelogramo de centro “O” (BO = OD у ВО // DP) 
Como mBG = mPC - 0 ; entonces: 
BG = CP = 2n 
GP // BC (BCPG: trapecio isósceles) 
mZGBC = mZPCB = В 


Q0=0P=3 > АО = 4 
Por relaciones métricas en el AABO 
h? = (4) (3) = 12 


Por Teorema de Pitágoras ( ABQP) 
Ahora el AMBC es isósceles: x-h46 
MB = MC = 3n = MA 
x! = 12+ 36 
Teorema de la tangente: ( 
a?^-(300 > а?=3? х= 4/3 


З =6а?2 >L=J2 
(2а)? = (6n)(àn) pst ае 


^ 


Teorema de la tangente: 


(BG)? = (9) (4) > BG = 6 
E 


G: Baricentro del AABC 


* 


ВМ =АМ=МС=9 


Teorema de la tangente: 
3$-2(9£t21 


Teorema de la tangente: 
/ x = (18)(9 + 0 


x? = (18)(10) 


. х= 6/5 


MATEMÁTICAS It 


BG = 2(GM) = 6 > СМ = 3 


Сото С es baricentro del AABC: 
AM: Mediana del AABC (BM = MC = x/2) 
AG = 2(GM) = 2n > GM = п 


Relaciones Métricas en el AABC: 
(V6)? = (AC) (АН) > (AC) (AH) = 6... (1) 


Teorema de las secantes: 
(АС)(АН) = (Зп) (2n)  n-1 
rr dunes. 


6 


Finalmente en el AABM: teorema de Pitágoras 
2 
(3 +46? = (an 


х=2/3 


GEOMETRÍA 


Resolución: 


Se pide: 


MATEMÁTICAS II 


mÁP-x 


Como O es centro del cuadrado ABCD y TO // AD; se traza la diagonal AC 
prolonga TO hasta cortar a CD en H, ahora se deduce: 


mZH = 90° 


СН = ОН =а у СО = ау2 = AO 
mZOAP = 45° y, mÓP = mAT - 90° 


Sea: mZCTH = 0 > mTO «20 


Ahora en la circunferencia: 


х + 90° + 90° + 20 = 360° 
x = 180° – 20 .... (1) 


Teorema de la tangente: 
2 = aJ 2) (a4 2) 
122a 

ATHC es notable de 30° y 60° (ТС = 2CH) 
Ө = 30° 

En (1) x = 180°- 2(30°) 


. х= 120° 


GEOMETRÍA 


AS La 


Se pide: CT-x 

Dato: BE=a y ED=b 

Note que: AB=BD=a+b 
mZBAE =0 
mZABE = 90”—0 
mZCBD = 0 


Ahora: ЛАЕВ = ABCD: (А — L — A); entonces: 
EB-CD-a 


Se prolonga CD hasta P y se traza AH perpendicular a CP ` 


En el rectángulo ABCH: 
AB=CH=a+b; HD-b 


. Propiedad (BA // DP): 


DH-HP-b 


"Teorema de la tangente: 
x? - (a 4 2b)a 


х= (a + 2b)a 


t 


MATEMÁTICAS II AL КОР E 7 2 GEOMETRÍA 


(4) = (5): 


(3) +(6): fre xx 


Q DAPQCesinscriptible 


A,BQyCestánenuna 
y circunferencia 


Se pide 


Completemos la circunferencia tomando en cuenta que pasa por C 


prolonguemos BH hasta T. p " — -— E ^ - 


{ Se pide: PL=x 


Е Dato: AH-9; HB=7 y PQ=6 
Relaciones métricas ABHC: Р rds 
Sea mZQ = a, entonces mAP = 2a 

(х + у)? = (ВС)(ВО) a) E 
Teorema de las secantes: De donde: mPB = 180°- 2a 

(+ y + 2)x = (ВО)(ВФ) oo. (2) Luego: mZPAH = 90°- а y mZAPH = a 
q)-Q (+ y? -G y zx Se observa que um ы ane z 

к+уу=х = — 06 (3) ӨТӨ r^y (0); 


Relaciones métricas: 
0 = 9(16) + (=12 


Relaciones métricas ЛАВС: 
&-y'-mn  — e 
Teorema de las cuerdas: En (1): = 2% 


уг = mn s (5) 


PROBLEMA 15 En el gráfico, D es punto de tangencia, si mÓD- 110". Calcule el valor dex | 


Resolución: 


110* 


Se pide: х= 45°+р NM 
len: 


AOAC: Cateto al cuadrado 
R? =(0C).m .... (0) 


AQ-QC-7,NQ-5y QM=3 


Propiedad de la tangente: 
BO = 2(0Q) =R > OQ = QF = R/2 


(Ор)? = (OC)(2m) .... (ID 


ША 


| 
De (D y (Ш: OD? = 2R? 
| Gig Finalmente por el teorema de las cuerdas: 
3R R 
Observe que OD = OB y "D" es punto de tangencia, entonces: “В” también es pull O A 
^ R-22/5 


detangencia. 


| Por otro lado se observa que: 


mZBPC = тов -45* (Z ex-inscrito) 


mBC = 2(45°) = 90° (Z inscrito) 
mBD + 200° = 360° — mBD = 160° 


Por ángulo exterior: 


Luego: x = 45° + 20 


х = 65° 


Como “О” es el baricentro del А ABC prolonguemos BO y se obtiene: 


‚коро S y GEOMETRI 


nobts 


| Si O es el baricentro del triángulo ABC, AN = 2, MN = 8 y MC = 4; calcular R. 


^ 


Resolución: 


Resolución: 


Piden: AN = x 
Dato: r = 3 

Tracemos los radios OT y NP; luego se deduce: 
* PN=NT=PO=r 

* ON=ry2 

* OT=0A=r+rV2 > AP=r/3 


Por el teorema de Pitágoras (A APN): 
(ў > х=гүз 


sxz23 


GEOMETRÍA 


Piden: AB = x 
Dato: AP = 8 л PQ=3 


O: centro 5 ло-ос- 52 


Por teorema de la secante: 
REESEN алув) 
x-2/22 


Piden: AP = x 
Con los datos: AQ = 9 y QN = 4 en el A ABN se deduce: 


(BQ* = (9) (4) > BQ=6 
B 


Ly + 6 с 


Luego: ВО = РС = 6 (РОВС: Trapecio isósceles) 


Finalmente рог teorema de Tales: (A ANC): 


MATEMÁTICAS II GEOMETRÍA 


6. En la figura, calcular OM, si: ЕР = 8, 
PF=3yMP=r. 


B) 4/2 C) 2/5 


A)9 B) 2/6 035 
E) 5/2 
? D) 7 E) /22 


ч circunferencia de centro O radio R 
Resolución: Piden: DH = x los puntos A, C y B, tal que 


IURE T a Їй = 60° y OC ^ AB = (M); si MC = 1, 
Sean: АН = m y HB = n; entonces: 


7. 51РОВС es un trapecio isósceles, AQ = 9 
y ОМ = 4, calcular AP 


B)75 C)13 
E)15 


el centro del cuadrado ABCD, 
РО = 4, calcular AB. 


A15 в)14 913 
B E D)12 E) 13,5 
Oo & Silos radios de los cuadrantes miden 3 y 
) 2; calcular AC. 


(x2? = m.n.... (D A) 2/14 B)5 9442 
D) 430 E) /26 


Ahora como mZ Q = 90 (AB: Diámetro), luego se deduce: 
mZE- mZB -0 


9. En el gráfico, calcular PH si: AT=2 y 
TB = 8. (N y T son puntos de tangencia) 


n cuadrante AOB de centro O, 


ji de trián (A АНЕ ~ A DHB; 
еса aal ) Blongación de OB.se ubica el Д 
тыта mn = х(х +5)....(П) Р tal que АР сопа а АВ еп Q; si 
ОР = 9; calcular OB. A 
Igualando (D y (ID) : G2) =x (x 5) A T B 


5) 26 0347 A) 0,6 B)1 O12 
E)4 


Ax-4 


10. 


ft. 


13. 


14. 


Según el gráfico BCDE es un paralelogramo. 
Calcular “R”, si (CP)(PD) = 2/3. 


» 
m 


А)1 В) 2 e 
D4 E) 


En un cuadrante AOB de centro O, se traza 
la cuerda AP de modo que la prolongación 
de AP corta a OB en M, tal que 
3(AP) = 2(PM) y BM = 345 ; calcular AO. 
A)2 B) 345 
D) 3,75 


Si AT = 4, TC = 5 y АМ = МВ, calcular 
"AB". (T es punto de tangencia) 


© 2,5 
E) 4,5 


En una circunferencia de radio igual a 5m, 
se trazan las cuerdas AC y BD ortogonales 
en H. De modo que: AH . HC = 16, 
calcular la longitud del segmento que une 
los puntos medios de las diagonales del 
cuadrilátero ABCD. 


А) 4 
D) 2743 


В) з o2 


E) 342 


En la figura: AC = a, DE = b, entonces la 
longitud del radio R es: 


15. 


16. 


MATEMÁTICAS II 


En la figura mostrada AB y ВС 5 
diámetros, E y F son puntos de tangencii 
Si EM = Зи y ВС = 2AB. Entonces Il 
mide: 


x E B) 3413 с) 2415 
E) V61 
A B T X, T: punto de tangencia y 
A25u  B3u  Od4V5y 
D)243u E) узи 


Si: г= 3; mZTOP = 74°, T; N yP 
puntos de tangencia; calcular (AT) (TQ). 


A) 52 A 
B) 64 
C) 58 B) 36* С) 53° 
D) 36 E) 30* 
EE. A lar R, тАВ = 2mZC, AB = 4 y 
(T es punto de tangencia) 
Se tiene dos semicircunferencias, uni 
diámetro AB y centro О y la oun 
diámetro OB, luego se traza la cuerda 
la cual es tangente al arco OB en | 
TC = 2; calcular OT. 
А) 2V3 B) 443 o2 
D)348 E) уб 
B3 04 

Se tiene un triángulo rectángulo DE 
recto en A; en AC se ubica el punto 
con diámetro АМ se traza una semic 
ferencia que corta a BC en N y O uil 
BO = OC = 3 y BN = 2; calcular el 1 у 
м 5407 в 2.430 i 

5 10 

4 E B)53* С) 45° 
D) $423 Bg E) 67°30 


25. 


GEOMETRÍA 


b-a 


A) 10° 
D) 18,5* 


B)18* C) 15° 


E) 26,5* 


Calcule x, si AP = 4y OQ = 2 


р 
/ 
/ | 
^ о 
А) 10° В) 15° C) 18°30' 
D) 26°30' Е) 8° 


Еп un triángulo rectángulo ABC, recto еп 
В, las medianas AM у BN son perpendicu- 
lares entre si, calcule AC, si AM = 3 
DE B) V7 
D) 6 


c) 443 
E) 3V2 


En el gráfico adjunto AF = 4 y FB = 9. 
Calcule AD, si AE = ED 


B 


B) 16 


27. 


28. 


30. 


En la hipotenusa AC de un triángulo 
rectángulo ABC, se ubica el punto N, si 


AB = BN y AC? - NC? =100. Calcule la 
altura relativa a AC 


А) 10 В) 5 С) 4 
р) 6 E) 8 
Calcular CD, (ВЕ) (ЕЕ) =8 

B, c 

А р 

F 
Аа B) 12 o6 
D) 2/2 Е) 442 


Dado un triángulo rectángulo ABC recto 
en A, tomando como centro A y radio 
AB se traza un arco de circunferencia 
que corta a BC en M. En la prolongación 
de АВ se ubica el punto P , tal que 
mZBPM = mZMCA. Calcule PB, si 
BM = 2u y MC = 7u. 


13 Y 
N4u в) м O Fï 
15 21 
D) ач E gu 


En un romboide ABCD, la bisectriz del 
ángulo BCD interseca a AD en E y se traza 
BH 1 AD (Н є AE). Si mZABD = 90°, 
HE = 10 y AB = 6, calcular AH. 

в) V2 с) уз 


E) 5 


A1 
D) 2 


31. 


32 


33. 


MATEMÁTICAS II GEOMETRÍA 


Calcular PH; AT = 2; AC = 9; AC // M 37. En la figura Ay C son puntos de tangencia, 
el triángulo ABC es equilátero y T, Q y PD = DB, si АВ? BC = 32 y CD = V5. 
son puntos de tangencia. Calcule AD. A vage 
Ju ї 
Ss v. 
P € 
A) 47 B) V6 ©) Y10 
D) 9 E) /21 
В) 75° C) 60° 

n в) 2/25 с) 89 3 E) 45° 38. Calcule ЕЕ si (AC) (BD) = 64 
D) 3/10 E) у! | gráfico se muestra un cuadrado 


to a una circunferencia de radio 
En la figura: PA = a, AB = b, A es pull Ere 


Че tangencia. La longitud de PC es: 


А) 12 
р) 15 


В) 13 


С) 14 
E) 16 


39. Si: m AQ — 53yR = 5, calcular (MH) (HN) 


B)14 
A) Ма +2 В) УЫ? -а2 ^ ooa 645 d 4 
Е) C)16 AA в 
D) Vab E) yala 5 IVA 
їп T es punto de tangenci: ie D: 
in оу е |. 
pt gencia. E)12 


[3 y HC = 42 . Calcule AB. 


a 
Eu e 


En la figura: AE = 2FB, CE = 
FD = 1u. Calcule EE 


Si: AP = QC; CD = 6y PE = 4; calcular BP (D 
es punto de tangencia) 


41. 


4. 


43. 


45. 


Se tiene una semicircunferencia de diámetro 
MN; desde un punto P exterior se traza PH 1. 
MN (H en MN), además PH ^ MN = (QI. Si 
РО = ОН; mQN = 30 y MN = 8; calcular la 
longitud de la tangente PT trazada hacia la 
semicircunferencia. (T es punto de tangencia). 


DE ©) 443 
D) 642 E) 243 


Se tiene un triángulo rectángulo ABC recto 
en B en el cual se traza la altura BH, luego se 
traza una circunferencia que pasa por los 
puntos H y A; además se traza la secante 
СОМ а dicha circunferencia. Si QC =2y МО 
= 6, calcular BC 


B) 4/2 


©) 242 
E) 3/2 


А)2 
D) 4 


B) 3 


Se tiene un cuadrado ABCD y una circun- 
ferencia tangente a AD en D y además 
secantea CD епр. Si CP = PD = 2, calcular 
la longitud del segmento tangente BT 
trazado hacia dicha circunferencia siendo T 
punto de tangencia 


DE B) 246 
D)5 


03 
E) 2/5 


Si (AB) (CD) — 20, calcular PH 


A)10 
B)5 


0245 a 
D)3 /3 |/ am 
DE 


Se tiene un rectángulo ABCD de centro *O"; 
en la prolongación de DA se ubica el punto 
P; con diámetro PD se traza una semicircun- 
ferencia que contiene al punto “O”. Si AD = 


5 y CD = 12, calcular la longitud del 
segmento BT siendo T punto de tangencia 
M6 DEI © 5. 
p 5. E) 2/2 


3 


MATEMÁTICAS II 


Se tiene una semicircunferencia de diámet1 
AB y centro “О”; en la prolongación de БА 
ubica el punto Q y se traza la tangente QT (11 
punto de tangencia), luego se traza TH 1 

(He AO). Si¡OH=1yAH=2, calcular AQ. 


A)4 B) 3 c) 6 
D)8 E) 443 


Se tiene un triángulo rectángulo ABC recti 
enB, en AC se ubican los puntos P y Q tal qu 
PBQ es equilátero. Si AP = 1 y AQ = f 
calcular QC 

B) v3 C) 6 


E) 2,5 


А)2 
0)1 


En la prolongación del diámetro АВ de ui 
semicircunferencia se ubica el punto Q y 
traza la tangente QT, con diámetro ВО 
traza otra semicircunferencia que corta à. 
enN.SiQN = 2yTN = 1, calcular AB 


^ Ex в) 2/2 


D) уз 


©) 6 
D aa 


Según el gráfico, calcular BR DM = 
MB = 2 (T: punto de tangencia) (АВС 
cuadrado). 


A)4 
B) 3/6 -3 
[9E] 
D) 2 
E) 6 


En un rectángulo ABCD, en CD se uli, 
el punto M, y en AM el punto Н de mi 
que BH 1 AM. Calcular BH. Si AH = 
HM = 3 y CM = MD. 


B) 2/10 €) 345 


E)5 


А) 24/6 
D) 4/2 


r las fórmulas que relacionan las longitudes de los lados de un triángulo con las 
itudesdelaslíneasnotables, —— 
ocer fórmulas que relacionan elementos lineales de un cuadrilátero bajo ciertas 


Herón de Alejandría 


inndamente айо 10 dC. — alrededor del año 70 


Че que desapareció el Imperio Alejandrino y con él la ciencia griega, todavía existieron algunos 
de genialidad. Uno de estos genios fue Herón, que desplegó una actitud casi moderna para la 
| descubriendo de forma arcaica la ley de acción y reacción, mediante experimentos con vapor 

| Describió un gran número de máquinas sencillas y generalizó el principio de la palanca de 


Че numerosos tratados de mecánica, como La neumática 
judia la hidráulica, y Los autómatas. En La dioptra describe 
miento de este aparato, similar al actual teodolito, usado 

ciones terrestres y astronómicas durante siglos. También 

lu libro donde describe el odómetro, utilizado para medir 

recorridas por un vehículo. Descubrió, de forma arcaica, 

Acción-reacción de Isaac Newton, experimentando con 

lengua. Generalizó el principio de la palanca de Arquímedes. 

realizó una descripción detallada del hjdraulis de 
(un órgano que funcionaba con agua). 


ferente a la óptica, Herón, en su libro Catóptrico, propuso 
viaja a lo largo del camino geométricamente más corto. 
he que esto es falso, según el principio de Fermat. Estudió 
(дї de la luz en espejos de distinta forma. También 
que el angulo de incidencia es igual al de reflexión, 
lomo Ley fundamental de la reflexión. 


temático, escribió la obra La Métrica, donde estudia las áreas y volúmenes de distintas 

y cuerpos. Desarrolla también técnicas de cálculo, tomadas de los babilonios y egipcios, 

Ølculo de raíces cuadradas mediante iteraciones. Pero sin duda su logro más famoso en el 

Їа geometría es la conocida como la fórmula de Herón, que relaciona el área de un triángulo 
Id de sus lados. 


Пе cabe también el privilegio de haber identificado el cerebro como el órgano de la inteligenci: 
Опсе era considerado el corazón. 


La diferencia de los cuadrados de dos lados de un triángulo es igual a la diferencia de los 


cuadrados de sus respectivas proyecciones sobre el tercer lado. 


B AH  :Proyección de AB sobre AC 
HC — :Proyecciónde BC sobre AC 


Se cumple: 


AH : Proyección de AB sobre АС 
HC :Proyección de BC sobre АС 


—m 


cualquiera de BC tal que BD = p y DC = а, entonces representando por x la longitud de 


tenemos: 


GEOMETRÍA 


las cuerdas: 


x(DE)=pq => DE = PÀ 


na de Ptolomeo): 
a(x +29) <=), >) 

х х х 

сЗа +Ъ2р + рда 
а 

А т 


MATEMÁTICAS II GEOMETRÍA 


2) 


drado de una bisectriz interior es igual a la diferencia entre el producto de los lados 
Iles con la bisectriz y el producto de los segmentos determinados por la bisectriz sobre el 


№ 
3) 


I— m—F——— n ——3À 


ctriz interior relativa al lado AC 


La suma de los cuadrados de dos lados de un triángulo es igual a la suma del doble del cual | de un triángulo es igual al doble del producto del inverso del lado al cual es relativa 
dela mediana relativa al tercer lado y la mitad del cuadrado de dicho lado. 


MATEMÁTICAS IT 


CH : Altura relativa al lado AB 

р: semiperímetro 
_а+Ь+с 

p- g 


ABCH (Teorema de Pitágoras): 
a? =h? + (HB)? > нв = Va? - n? 
A ABC (Teorema de Euclidei): 
b? = a? «c? –2суа? - h* 
> 2су/а®-Һ? =а®+с®-Ь? 
(2c) (a? - h?) = (a? + c? - b?)? 
Ach? = (280)? — (a? + с2 – b?)? 
Ac'h? = (2ac + a? +c? — 62) (2ас - a? e? +b?) 
Act? = [ta е? | 
4c?h? =@+е+Ь)(а+с-Ь) (b+a-c) (b-a+c) 
(a+b+c-2b) (a+b+c-2c) (a+b+c-2a) 


= 40h? =(2p)(2p – 2b)(2p - 2c) (2p - 2a) 
40h? - 16p(p - b)(p - (p -a) 


DICES] 


pip 


p ETE 432 EE 


adrado de un lado de un triángulo es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos 
oble del producto de dicho lados y el coseno del ángulo determinado por estos. 
c 


о mayor que la suma de cuadrados de los otros dos lados. 
с 


B e A 
y e» b (AB: lado mayor) 

а? + b? entonces AABC acutángulo (&<90°) 
а? + b? entonces AABC rectángulo (a = 90°) 
1% + b*entonces AABC obtusángulo (@&>90°) 


dos de las longitudes de las diagonales más el cuádruplo del cuadrado de la longitud 
o que une los puntos medios de las diagonales. 


ABCD: Cuadrilátero convexo 


a? +b? +e? +d? = (AC)? e (BD cx? 


GEOMETRÍA 


i EEUU PATEMÁTICAS П 
B 4 
0 cuadrilátero inscrito de diagonales perpendiculares se cumple que la suma de 
le sus lados opuestos es igual al cuadrado del diámetro de la circunferencia circunscrita. 
a 
A d D 
ABCD: Cuadrilátero no convexo 
D 


drilátero inscrito de diagonales perpendiculares 


"* 


Si a, b, су d son las longitudes de los lados AB, BC, CD y AD de un cuadrilátero ins 


o inscriptible; entonces tenemos: 


ABCD: Cuadrilátero inscrito 


Se cumple: 


MATEMÁTICAS II 


1. Calcule el valor de x^; según el gráfico 
mostrado. 


222 
Rpta.: 


2. Determineel valor de x según el gráfico. 


4, Calculexdel gráfico. 


5. Según el gráfico, calcule el valor dea. 


6. En el cuadrilátero inscriptible ABCD, 


sabe que AC=8yBD= 


halle el valor de 


3А 


АВ = 5, ED = IFE- 2; 1, 


// V 5 E, Cy A son puntos de 


в 


Como A, C y E son puntos de tangencia: 
CD=DE=1 y ВС = ВА = 5 


AFBD: Teorema de las proyecciones 
1-6%» 72-42 


х= 69 


Se traza el diámetro AE y ВНІ FD ; se observa que: 
AB=EH=5 y HD=4 


RES GEOMETRÍA 


MATEMÁTICAS II 


AQ?, si ABCD es un cuadrado y BP—AP = 6 5 Se tiene un cuadrado ABCD y una circunferencia inscrita en el; en ésta última 
| зе ubica el punto P; calcular (PB)? + (PD)? зї АВ = 2. 
B, c 


Resolución: 


Se pide: (РВ)? + (PD)? = a? + b? 
El radio de la circunferencia inscrita es igual a la mitad del lado del cuadrado. 


En el cuadrado: BD (diagonal); BD = 2/2 


ABPD: Teorema de la mediana 


a? +2 220) + 


yz? 
2 


Se pide: QD?- AQ? = т?-п? 
a+b=6 

Datos: a-b=6 
ABCD: Cuadrado _ Si ABCD es un paralelogramo; AB = 10, BG = 6 y QD = 2; calcular AP. 


Se prolonga AP y se traza DH.LAP 


| Ahora se deduce que: ЛВРА = AAHD (А ~ L- А) 


АР = ОН =b 
\\ ВР = АН =а 
| PH=a-b=6 


AAPD: Teorema de las proyecciones 
m-n A nan a) 


APHD: Teorema de Pitágoras E, 
ё-ь = 6=36 AP=x 


AB=10,BC=6 y QD=2 
En (1): m-n? = 36 ABCD: Paralelogramo 


E [439] 


Resolución: 


Se prolonga BP hasta N y se deduce: 
ВР = PN, CN=6AND=4 


ABND es un trapecio en el cual se traza la mediana PM ; entonces: 
AM= MD = 3 


_104+4_ 
PM= 2 =7 


AAPM: Teorema de las proyecciones: 
x-7 = (AQ) – (MQ)? 
х?-49 = 42- 1 


-8 


B 
ç a 
A 5 c 
Piden: mZA-x 
Dato: dot 


Ley de cosenos: 


b? + c? – 2bc cosx 


MATEMÁTICAS II 


GEOMETRÍA 


Reemplazando del dato se obtiene: 


яб = a + B bc 2bccosx 


sevi HT 


|... Piden: BP-x 
Datos: AB-3;DQ-4yBQ-5 
PQ= 
Sea: АО =Ъ л QC=a > PQ=a л AP=b-a 


Relaciones Métricas en el AADC: 
4=ab > ab — 16 


AABQ (teorema de Stewart) 
32(а) + 520 - a) = x*b ab (b-a) 


16 
25b- 164 = x^b 16b — 16a 


PROBLEMA 7 Calcular AB, si AC = CD = 6, BE = 1y ED = 5 
c 


Resolución: 


Piden: AB-x 
Dato: BE-1yED-5 
АС= Ср =6 


Se traza CH , altura del triángulo isósceles ACD; entonces: 
AH = HD y mZACH = mZHCD = 0 


Ahora se observa que: LH es la base media del ABAD. 
BL=LD=3 > Ш=2 
Luego: ЛАВЕ ~ АСЕ (AB//CL ) 
ILE > pea 
2 dq 
Ahora en el AECD (Teorema de la bisectriz) 
ЕС„2 
6 3 
EC-4 y AE-2 
Finalmente en el AECD (Cálculo de la bisectriz) 
(2х)? = (6)(4) - (2)(3) 
2 
2 


PROBLEMA 8 En un triángulo acurángulo ABC, se trazan las cevianas interiores AM y @ 
que AM = AC = CN, si AH = 5, HC = 8 y mZB = 40° siendo Н el ortoceni 


triángulo ABC, calcule MN. 


MATEMÁTICAS II 


AM = AC = CN 
АН =5,HC=8 y mZB = 40° 
H: Ortocentro del AABC 
Se traza las alturas AQ y CP en el AABC determinándose el ortocentro H 
CIPBQH: Inscriptible 
mZQHC = 40° = mzB 
AAMC (isósceles) 
MQ = QC, HC = HM = 8 
mZMHQ = mZQHC = 40° 
ACAN (isósceles) 
NP = PA, HA = HN = 5 
mZNHP = mZPHA = 40° 
ANHM: Ley de cosenos (m ZNHM = 60°) 
x? = 52 + 8? - Z(S)(8)cos60* 
х=7 


MATEMÁTICAS II 


KODO FIN s GEOMETRÍA 


c 


Se pide: (РО)? - (PQ)? 


Datos: AQ=4yQD=1 
O: centro del rectángulo. 


Como QP contiene al centro O; entonces: 
QD-PB-1 
Se traza PHLAD: AH=1 y HQ=3 


Se pide: PQ-x 


Dato: АВ = 13; ВС = 15 y AC = 14 


AQPD: Teorema de las proyecciones: 
(PD)? -(PQ* = (HD)? - (HQ)? 
(PD? -(PQ) = 44-3? 


Por propiedad de circunferencia: 
PQ=MN=x 
к=гү+г ee) 


^ (PDF -(PQY =7 


Teorema de Herón (AABC): 
Pranc = 21 


вн = EROGO -12 


"Еп el gráfico se muestra el triángulo equilátero ABC. Calcule su perímetro. 


Luego en el ЛАНВ: AH =5 > HC - 9 


Teorema de Poncelet en: 
+ ЛАНВ: 5412213425; n-2 


* ABHC: 9412- 15421; 1,=3 


En (1): х=2+3 


PER. рага MY MATEMÁTICAS П 


BT = 3ny TC = 5n 
ВС = Bn = АВ = АС (ЛАВС: Equilátero) 
Se pide: Plano = 24M e D 


AATC: Ley de cosenos 
(AT)? = (8n)? (5n)? – 2(8n) (5n) cos60* 
AT -7n 


AATC: Fórmula de Herón 
Peares 7 10n 


5-2 fion Qn) (5п) Gn 
7n 
7 

1-4 з 


En (D: 
mo 1443 


М cnini 


Sean: АВ =а, ВС = ЪуСА = с 
Ар= ту СО =п 
Dato: a(a—m) + b(b- n) - 50 


a? +12 =50+аш+Ьп ...... [69] 
Se pide: BM 


Teorema de la tangente: 


2 
(5) =am ; c? - 4am 
2 [62] 
(5) =bn ; c? - 4bn 


2c? = Аат + bn) 
e bi 
S =ат+5п 


Теогета де 1а тейїапа: А 
2 ‚2 2 c 

а +0 =2х°+ — 

2. 


50 +am +Ъп = 2x? « am « bn 
x-5 


exradio correspondiente mide 


adio mide R y el 


Sea el ДАВС: О: circuncentro (R: circunradio) 
E: ex-centro (r, : Ex-radio) 
Piden: OE=d 


Т: Incentro del AABC 
E: Excentro del AABC 


GEOMETRÍA 


MATEMÁTICAS II 


Sumando a ambos miembros "b?" 
abc +b? =k=18p?+ ie MN CUL 


Por la propiedad dada: 
PE-PC-a 


Se traza el diámetro РО y QC ; ahora se observa que АЕНА ~ APCQ: 


AAPC: Teorema de la mediana: 


APBM: Teorema de Stewart 
п2р q*(2p) = х2(3р) + (p) 2p) (3p) 


n? + 292 - 3x? +6р? (3) 


m 
t-3x* +6р® — 
x 6р? +7. 


De lo recordado: 


(3)+ (2): M 1 


De (1) se obtiene: 


a? +b? +c? 
т? +п2+/®=ї 


Como “С” es baricentro del AABC: 
BM : Mediana y BG = 2(GM) = 2p 


AABC: Teorema de la mediana: 
2 
are rn 


mda E лав pu A Rao 


MATEMÁTICAS II 


Sea: IP-m 

mZA-2a y т/С = 20 
ОАВСр: 2а + 20 = 180° + a + Ө = 90° 
Se sabe: ѕеп2 0 + cos?0 - 1 


Ahora se observa que: 
mPD -20 y mDQ = 2а > mPDQ - 180* 

Luego РО es diámetro + PQ = 2R 

APIQ: Teorema de la Mediana 


m? +n? « 2d? +2R? 


Enelgráfico se cumple: 


mn - Rd 


De lo recordado: 


(3) 


UNA зп” 55. оди?  . mien 
12 ray ma may 


(3) en (1): 


De (2): зету 


а= + 1 
(«d (R-d)? 


450 


GEOMETRÍA 


Siendo: p-317*3.g >AT=8-7=1 y TC-3 
B 
s d 
A c 
cw [E 


Ahora por el teorema de Steward. 
7.1458.3=3.44(00)0) 
124- 4х2 +12 


sx-2/7 


Piden: QM =x 
Datos: (BC)^- (АВ)? = 144 AM = МС 
Sea: — AM-b-MC y HM=n; 

Por relaciones métricas en el A AQM: 


X=b.n 


MATEMÁTICAS Il GEOMETRÍA 


Ahorasea PN —b y NL — c; entonces: 
b+c=43 (Dato) y QN=c (AQNL:isósceles) 


Enel АРНО (isósceles), sea PH = m; luego: 
HO=m y PQ- m3 


Finalmente en el C] PHQN (inscriptible) apliquemos el teorema de Ptolomeo: 
x.m/3 - m.c +m.b 


хуз - 43 


4Ax-l 


А М ° 
n 
t—— b 
Por teorema de las proyecciones: 
(BC) - (AB) = (HC)? - (АН)? 

144 = (b + n)?- b-n)? 

144=4bn 
Piden: mZA-x. 
Datos: с? = a? & b^— Jab... (1) 


B 


4 
Porángulo inscrito y ángulo semi - inscrito, se deduce: 


* m PQ =60° у mZHPQ = mZHQP = 30° 
+ []PHQN:inscriptible > mZQNH = 30° 


4 Porley de cosenos: 


Resolución: Piden: HN— x * c! - a! « b^- 2abcos 


* b^ a c^- 2accosp. 
Haciendo las comparaciones entre: 
* (DAG): —2аЬсовӨ — /3 ab coso E, 4-80; 
* (2)^(4): —2accosf = VZ ac cosp- 2 - B=45. 
Finalmente en el ABC: 
x04 p- 180 
STR. 


75* 
^x-105 


Resolución: 


MATEMÁTICAS II ODO 


lene un rectángulo ABCD, en BC 
ш el punto P y en AD el punto Q 
ue РО contiene al centro del 
Wulo, si AQ = 3 y QD = 2; calcular 


= (РО). 


B)9 €) 8 


E)4 


triángulo acutángulo ABC se 
altura BH y en las regiones 


6 Dres relativas а AB y ВС se 
los puntos M y N tal que: 
= BN у mZMAB = mZNCB = 90° y 
» Y = 20 calcular (АН)? - (НС). 
A H с 
n E (x-n) B) 10 ©) 25 
H — x E) 30 
Piden: АС=х. 
Datos: AB=6,BC=8 y (АР) (АО) = 15 Е 13, BC = 15 y АС = 14; calcular 
Sea: AH=n > HC-x-n Ио MC. 


Por teorema de las secantes (LI HPQC: inscriptible). 
х.п = (AP) (AQ) = 15... (1) 
Por teorema de las proyecciones (A ABC) 
8-6 =(x-n)?- n? 


28 = x!'-2xn + P-n” 
30 


x= V58 


|. B)24 с)з2 
y E) 25 
gulo rectángulo ABC recto en В 


lla ceviana interior CP y a partir del 
dio M de AC se traza МО 
li a CP (Q e CP), calcular QC, 
(РВ) = 5 y PQ = 2. 


B) 2,5 


5 


A 


GEOMETRÍA 


Calcular OM, si PB = 5y TM = МР = 1 


A о B 
А) 2410 2245 Са 
0)3 E) 46/2 


Se tiene un paralelogramo ABCD; las 
bisectrices exteriores de los ángulos de 
vértice C y D se cortan en M, tal que BC — 4, 
CD = i0 y AM = 12, calcular BM. 


А) 415 в) ЇЗ €) J17 
D) 2413 E) 217 


Si: ABCD es un romboide; mMO = 60°, 
OM = 4 y MC = 1. Calcular (AB)? + (BC). 


A) 47 
D) 82 


B) 80 C) 90 


E) 73 


Según el gráfico: calcular (BO). (HO), 
siendo AP = 9 y AR = 5. 
B 


Calcular (OA)? — (ОВ)? — (ВА)?. Si BH = 3 
y T es punto de tangencia. 


12. 


№6 
D) 5/3 


13, 


10. En la figura, АМ = MB; AB = 4 y BD = 5. 
Calcule CM. 


14. 


A)433/3 B) J66/2 ©) 455 /2 
D) 5 V6 /2 E) 3 V6 /2 


11. Si: ABPM y CNQB son cuadrados, BC — 
AC = by AB = c; calcular РО. 


A) ү2с2 + 2а2 -22 B)c+a-b 
©) Va? «b? «c? 
D) Vac? +2а2-Ь? 


E) Va? +c? - b? 


MATEMÁTICAS П 


Si AO — 2 y mÓM = mCN . Calcular (фо BC de un paralelogramo ABCD 


Eu 
E) V34 


A) 2d5- 2/8 B) 43 B la circunferencia ex-inscrita 
es tangente a este lado en R y 
с) V6- 242 rolongaciones de AB y AC en T y Q 
tivamente, calcular TR. 
D) 7-48 E) Jo- 2/2 
29 
Se tiene un triángulo ABC de baricel [ro] 9 3 
n AB = 13; BC = 15 y AC = 14, 
G, AB = 13 y 4,0 E)4 


prolongación de СА se ubica el punto Il 
que mZPGB = 90°; calcular PG. 


A) 2435 B)3/47 04/37 
0) 2/29 E) 519 


Calcular la distancia entre el огош 
y el circuncentro de un triángil 
sabiendo que su circunradio mide 
y el producto de las longitudes 
los segmentos determinados ро! 
ortocentro en una de las alturas 
120. 


03/2 
E) 5/3 


A)58 
D)15 


B) 13 С) 12 


Е)7 


га, АО = BC = 2, FD = SE D y 
tos de tangencia. Calcule AD. 


21. 


23. 


GEOMETRÍA 


ABCD es un trapecio isósceles de bases BC 
y AD, en CD se ubica el punto medio M y 
se traza la altura BH; si HD + МШ? = 6. 
Calcule ВМ? + MA". 


A6 
D)18 


B)3 ©) 12 


Е) 24 


En la figura, OA = ОВ =1у РН = 12, 
calcule В. 


ОА 


А) 14 В) 15 


D) 16 


013 
E)17 


Calcule R, si AP = 1, ОС = 3, AC = 14y T 
es punto de tangencia. 


А T c 
A) 10 B) 4/3 C) 6/3 
D) 12 E) 14 


Calcule PC, si PB = a, PA =b; A y Bson 
puntos de tangencia. 


B 
En un trapezoide ABCD de diagonal 
perpendiculares, se traza AE y BÉ реп P 
diculares a AC y BD respectivamente, 
(AD (BC) HCAP «(DBY -(EDY HEO А c 
заах А) Va? +2 - ab B) Va? « b? +3ab 
А2 B) 2V2 €) 16 в) /61 с) 62 с) Va? +b? +ab 
D) 8 E)4 E) V66 D) Va? +b? E) Va? «b? —3ab 


24. Calcule (AB)? + (BC)? + (ACI. 
Si: AO = ОР =3 y AQ = 2 


* 


25, 


x 


Q 


A) 158 
D) 166 


Calcule mMN, P, Q y T: puntos de 


tangencia 


A) 100° 
D) 135° 


En un triángulo ABC, АВ = 5, BC = 7 у 
AC = 8, se traza la altura BH. Calcule 


e 


B) 168 


B) 150* 


HG - AH 
A1 B)2 
D) 4 

АВ? + BC? 
Calcule SMZ, BN? ° 

B 
A M N 

А) 7/5 В) 9/5 
D) 3/2 


(A 


C) 164 
E) 170 


С) 120° 
Е) 143° 


03 
E)5 


с 


С) 9/4 
Е) 6/5 


28. 


31. 


32. 


MATEMÁTICAS II GEOMETRÍA 


ABC es un triángulo rectángulo, reci ar QC, si (AP)?+(PD)?=18 
en B, haciendo centro en B y tomand 

como radio al segmento AB, se traza uii 9 
circunferencia, en la cual se ubica dl N 

punto N, si NC = 8 y AC =4/94 . Calcul K DN 

la distancia del punto B al punto тей A = 
de NC. A= B € B5 


37. En la figura, calcule CT, AB = 4, BC = 5 y 
T es punto de tangencia 


А) 429 B) J31 с) узз ( B)3 91 
Ve E) 243 
D) 3/3 E) V35 ) 2/3 De cs E 


ча р) 2/2 E) 46 
icul = ү 
ABCD es un trapecio de bases BC y АЙ AC, TC = 6/5 yG es el baricentro 


pmo voe ABCD es un paralelogramo, las 

са ыш A. де. la. акша bisectrices de los ángulos exteriores 

5 correspondientes а los vértices C у D se 

trapecio. cortan en M, si BC = 4, CD = 10 y 
AM = 12. Calcular BM 

№№ B) 2/6 C) 3/6 

bs 53 Y A) 468 B)8 07 


D) үт E) V93 


En un triángulo ABC dew la altura. Las medidas de los lados de un triángulo 
HeAC, si b=7 y č -a = 21. Calcul B) 12 06 son: 10; 17 y 21. Calcular la menor de las 
AH y HC в E) 22 alturas del triángulo 


ángulo ABC se traza la altura BH, A)4 B)5 [s r- 
АН = 7 y HC = 5. En BH se ubica D)8 E)10 
o B tal que AP = BC y AP 1 PC. 


A) 6y1 B)5y2 С) 4у1 
D) 5,5 y 1,5 E) 45у 
Se tiene un trapecio cuyas bases miden 1 y 


5; los lados no paralelos 2 y 4. Calcular la 
suma de los cuadrados de las medidas de 


ABCD es un cuadrado de perímetro 56, 
su interior se ubica el punto B si AP = | 


DP = 15, Calcule la distancia del pun 3 ©) 7/2 lasdiagonales. 
al lado BC. E)9 
1 A)28 B)30 c)32 
А1 в)2 оз Куйо rectángulo recto en В, Pas E)38 
р)4 ES Eo inscrita en dicho triángulo En un cuadrante AOB de centro "O" y de 
ipotenusa en el punto В calcule radio 4, en AO se ubica su punto medio “M” 
ABCD es un rombo, sea M el punto 1 Mie 3 yBC=4 y se traza una circunferencia de diámetro 
del lado BC, si AM = 13 y MD = 9. СА! "i AM. Calcular el radio de la circunferencia 
a longitud del lado del rombo E tangente al arco AB, a la circunferencia y a 
"S OB. 
Б 1 
9 
m7 B)8 d a А)1,5 B)2 03 
D) 10 2 D)3,5 E)2,5 


4, 


Enla figura ABCD es un cuadrado, “A” y “D” 


son centros. Si AE = V3 y EF = 2, calcular 
Spp". 


A1 


c 
B) V2 
©) 43/2 
D) 1,5 
в) y2- /2 D 


Las bases de un trapecio miden 10 y 32, los 
lados no paralelos 13 y 19. Calcular la 
medida del segmento cuyos extremos son 
los puntos medios de las bases. 


A) 842 
0)12 


В)10 ©) 12 


E) 743 


Enuna semicircunferencia de diámetro AB 
se traza la cuerda AC, luego en los arcos AC 
y CB se ubican los puntos P y D tal que PDA 
ХС = (E), m CD = m DB, AE = EC - 2yAB 


= 6. Calcular AP? + PC? 


A) 18/7 
D)40/7 


B)70/7 C) 86/7 


E)72/7 


En un triángulo ABC se traza la altura AH, 
luego en АН se ubica el punto “P” y en BC el 
punto “Q” tal que BQ = QC y mz СРО = 90. 
SI (AB)"— (АО)? = 36, calcular “PQ”. 


A)8 
0)4 


В)з c)2 


EJ6 


En el cuadrado ABCD de centro “D” y radio 
el lado del cuadrado, se traza el arco AC que 
interseca a la circunferencia inscrita en los 
puntos “Р” y "0". Si el lado del cuadrado 
mide 246, calcular “BP”. 


B)2/3 © 421 


E)4 


A) 2V2 
D) 3V2 


47. 


En un cuadrante AOB, se traza la сігсипій 
rencia inscrita la cual determina los punt 
de tangencia P N y M en el arco AB, AO y 
respectivamente, luego la cuerda AP into] 
seca a la circunferencia en “Т”. Si NP ^ 
= (R) y PR + PB = 4, calcular “PM”. 


A) 2/2 
D) 4/2 


в)/2 с) 4 


Е)2 


Desde un punto "P" exterior a una seml 
cunferencia de diámetro AB se trazi 


tangente PT. Calcular "PT", si РА? + PI 


АВ? = 8. 
A)45 B)3 04 
D)2 Es 


En la figura los lados del triángulo ABC 
AB = 5, BC = 7 y AC = 6. Calcular "MI 


B 
^ N 

10/7 547 6 
n= в) 25 o 

847 m. 
0) у ю ў 


En un triángulo ABC, la mZ ВСА - J 
cular la mz ВАС, si (ВС) (ВС – AC) = 


€) 
ШИП 


А)110 
0) 150 


B) 100 


del mismo (lados y aporemas) 413b oit 
incepto de sección áurea y juntar con las relaciones métricas en los 


legada a Góttingen el joven Gauss siguió desarrollando de forma autónoma sus 
hes sobre números que había iniciado en el Collegium. Sin duda más fruto de estas 
Ies que de las enseñanzas de Kästner, cuando Gauss estaba en su casa de Brunswick, se va a 
lin descubrimiento que será clave, no sólo en la carrera de Gauss, sino en el futuro de las 
I el heptadecágono, el polígono regular de 17 lados se puede construir con regla y compás. 


jos años más tarde, recordará el momento, en una carta que dirige a Gerling fechada el 6 
1819: 


JIU de marzo de 1796; durante unas vacaciones en Brunswick, y la casualidad no tuvo la 

pación en ello ya que fue fruto de esforzadas meditaciones; en la mañana del citado día, 

асте de la cama, tuve la suerte de ver con la mayor claridad toda esta correlación, de 

Wh el mismo sitio e inmediatamente apliqué al heptadecágono la correspondiente 
numérica," 


Шох que quedaron enterrados durante décadas en este diario habrían encumbrado a 
dle grandes matemáticos de haber sido publicados. Algunos jamás se hicieron públicos 
lë Gauss, y nunca pretendió la prioridad cuando otros autores se le anticiparon. Sus 
instituían descubrimientos esenciales de la Matemática del siglo XIX. Un documento que 
iencia no verá la luz hasta casi 50 años después de la muerte de Gauss 


¡tel concepto de la construcción del polígono propuesto por Gauss, sugerimos visitar la 
libe y buscar el video “Construcción polígono 17 lados" 


GEOMETRÍA 


DEFINICIÓN 
Es el polígono convexo cuyos lados tienen longitudes iguales 


Todo polígono regular se puede inscribir en una circunferencia a cuyo radio se le denomink 

circunradio del polígono (R) 

> Todo polígono regular se puede circunscribir a una circunferencia a cuyo radio sele denomink 

inradio del polígono (1) 

Las circunferencias inscrita y circunscrita a un polígono regular tienen el mismo centro, 

cual es también el centro del polígono. (О) 

> А \ la perpendicular trazada desde el centro a un lado del polígono se le denomina apotei 
ОН). 

Al ángulo cuyo vértice es el centro y cuyos lados contienen a dos vértices consecutivos м 

denomina ángulo central (ZA, OA, 1). 

> А triángulo que se forma al unir el centro con dos vértices consecutivos se le denonil 

triángulo elemental. (AOA;A.) B 


y cuyos ángulos tienen medidas igualak. 


В: Ley de cosenos: 


V =R? +R? -2. R. Reosa, 


3: Teorema de Pitágoras 


с : Circunferencia circunscrita (К: circunradio) 
с, : Circunferencia inscrita (r: inradio) 
о : Centro del polígono 


Longitud del lado del polígono regular de “п” lados. 
: Longitud de la apotema del polígono regular de "n" lados 
ZA,OA,., : Ángulo central del polígono regular. 

AAA, : Triángulo elemental. 


MATEMÁTICAS II А ODO 5 GEOMETRÍA 


Cálculo de “Ly,” en función del circunradio y de “ L,” 


AOBQ: Ley de cosenos: 
(Lan)? =R? +R? - 2R.R cosa 


а, 
Рего: cosa =p Aapa 12,2 


lar? -L,? 
aa aac I cat 


A continuación se indica las longitudes de los lados y apotemas de los principales poligo 
función del circunradio. 


" MATEMÁTICAS II 


GEOMETRÍA 


lo el segmento AB y el punto P (P c AB ); el punto P divide a AB en media y extrema razón 
si: (AP)? = (AB)(PB) siendo АР > PB. 


le en media y extrema razón a AB siendo AP > PB, entonces: 
=(AB)(PB) 


= АВ-АР 
(АВ)(АВ — AP) 


¡Sección áurea de AB 


Š : Número áureo 


TJ 


segmento AB y un punto Р de АВ, tal que АР esla sección áurea de AB, entonces 
congruente а la sección áurea de AP , 


un pentágono regular es congruente a la sección áurea de la diagonal del pentágono. 


о formado con un lado de un pentágono regular, un lado de un hexágono regular y 
de un decágono regular que tienen el mismo circunradio es siempre un triángulo 


MATEMÁTICAS II TORIA! GEOMETRÍA 


TEOREMA: 


DEMOSTRACIÓN: Sean L; y d; las longitudes del lado y la diagonal de un pentágono reguli 


TEOREMA: 


La longitud del lado de un pentágono regular es la sección aúrea de la long 
de su diagonal 


Sean PA = x, PB = a, PC = y, PD = b, PE = z, AB = L y la longitud de la diagonal es 
igualad. 
Ahora, porel teorema de Ptolomeo, en el 4 ABDP: 

A — 7 7 77 


" También, en el APBDE: 
Ahora en el problema: 1 = L,, con circunradio R = 5 


zd- aL — bd 
T 2050) Sumando (Dy (ID: => xd+zd+aL+bL=ad+bd 
2 Enel APBCD: aL+bL=yd 
^. 1 es la sección aúrea de 5 » Reemplazando (IV) en (III): 


= xd-zd- yd = ad + bd 
En la figura, ABCDE es un pentágono regular y P es un punto del aim : ^A X+y+z=a+b 
entonces: 


MATEMÁTICAS Ш ro. RODO T T S 7 GEOMETRÍA 


EJERCICIOS DE APLICACIÓN ` 


1. Calcule el valorde a. 


5. SiR = 4+ 2/2 calcule L. Е. lar ABCDEF азо cin S ру 
2/3 X 97 е 


Rpta.: 


2. Calcule la medida del arco АВ Rpta.: 


6. Determine el valordea. 


3. Segúnel gráfico, calcule, a 
Cada lado del polígono determina un arco de 60° pe Е 60") 


Cada lado del polígono mide 3 (1, =R =3 ) 


180° _ 


90* 
2 


Por Zinscrito: mZFBC = mZACD = 


mZACB = 


Rpta.: 
АМВС es notable de 30° y 60° 
4. Sia,-Vi12calculela longitud delcircunradio. / MC = 2/3 


Rpta.: 7 AMCD: teorema de Pitágoras: 
бел " x? - QJ3y +3? 
8. Si P divide en media y extrema razón i 
AB, calcule AP (AP > AB) 


45 4—4 
Р һ 


Resolución: 


Resolución: 


MATEMÁTICAS II 


Nótese que el polígono formado al unir los puntos medios es un octóji 


equilátero (sus lados son bases de triángulos isósceles los cuales 
congruentes (L- A - L) 


Piden: 2р = 8x 


Cada lado del primer polígono determina arcos de 45° (nc = 3607 case 
m4ZO = 90° A EC = RJ2 


ACDE: MN es base media 


GEOMETRÍA 


Se pide: АС=х 

De los datos: АВ = К/З =L, > тАВ=120° 
Вр = R/2 =L, > mBD = 90* 
Ср= к= 1, > mCD =60° 


Ahora por Zinscrito: 
mZCAD = 30° y mZADC = 75° 


En el AACD: mZACD = 75° y AC- Ар = x 


Ahora: AACD es el triángulo elemental del dodecágono 


Siendo: Ср = Lj y AC=AD=x=R' (А: circunradio) 
CD-Lj = R'J2-V3 
— — 
R = x 2-48 


x-RyJ2« /3 


MATEMÁTICAS ІГ. GEOMETHÍA 


Se pide: MN- 
Dato: AB=a= 2 
=45° mZO = 22,5°у 
mZMON = 45 a 
Se traza MH.LAD ; entonces: Entonces: 
0Q= 
MH=a Q=(/2+1m 
A MHO: MO = ay2 
Entonces: 00 = (42 + т 
MO = 42.42-2 


Ahora en el ЛОНО” (OD = В): Teorema de Pitágoras. 
AMON es el triángulo elemental del octógono: 


R? = m? «(G2 3)mf 
——— 


R?=m?+(11+64/2)m? 


В =ту/бү2+ /2 


х= Lg 


x= 22-2, 


[3 


Pero: 2m= 42-43 > m= 5 


2 (20.46 


Resolución: Piden “R” 
Dato: AB =2m= /2-y2 


mZMON = 45° 


Se traza OH 1 СЮ, entonces: 


CH-HD-BQ-QA-m y mZOQA =90° Piden: BH-x 


EE 475 5 


GERONA = i ^ MATEMATICAS п 4 CEU Ea GEOMETRÍA 


En el AABC (recto en "B") se traza la mediana BQ ; entonces: 
АО = ОС = ВО = 4 ^ mZBQH = 18° 


De "T" como АС = BC: 
AB-b-L, y mzC = 36° 


De “П” se deduce que: MC es la sección áurea de CA ... (Ш) 


Recordar | 


De"I"y* — MC-BA-b 
Ahora se traza la ceviana exterior BN tal que: BN = BC = a 
ABAN es isósceles: AN = AB = b 


АСВМ = ANBA (L - A-L) 


Cana. 


En el ABHQ: 


Se sabe: 
«мү, її 


calcular mZMBC si AB es соогоо a ja sección urea de AC y 
congruente a la sección áurea de см. 


Resolución: 


Se pide: mZMBC = х Piden: mQ6 =x 
AB es congruente a la sección áurea de CA ar Del dato: 


| АМ es congruente a la sección áurea de CM (Il! diei азы; 


d a 477 


MATEMÁTICAS II GEOMETRÍA 


Por propiedad: 


1 Como: ОВ = ОЕ = К y mZBOE- 30° 
(CB) = (AB)(NB) 
EN AA Entonces: mZOBE = mZBEO = 75" y 

Ab? = ZR(ZR - Zb) 

ВЕ = la -RJ2- 43 

b? = R(G- b) 

rd 
Definición de sección Áurea Pero: R= 42-48 >L =1 


Entonces: QC ; (QC = b) es congruente a la sección áurea del circunradio y 
ocurre cuando la cuerda QC es el lado del decágono (QC = Lo ) 


En el AFBE se deduce que: mZEFB = 75° 
EF = Lj; siendo: BE = BF = К = 1 (R' circunradio) 


EF=x= 1, =R 2-3 
1 


^A х= 36° 


Resolución: 


» 


Mediatriz de OA 


Considerando solo la cuarta parte de la circunferencia de radio 
sería el siguiente: 


Se pide: EF=x 

Dato: АО = ОВ = К = /2+/3 
Se observa que: 

AAOB es notable de 45° y 45 ° 


mZA = mZOBA = 45° 


AOEQ es notable de 30° у 60° 
mZEOQ = 60° 
478 


En MATEMÁTICAS ІТ GEOMETRÍA 


АОВС es isósceles (ОВ = OC = R + 1); entonces: Observe que por los vértices del cuadrilátero pasa una circunferencia cuyo 
diámetro es AC, esto es debido a que: 


OH : altura y bisectriz del ZBOC 
mZBOH = mZHOC = а mZAMC = mZANC = 90° 


Además: OH es tangente común » mZTOB = а 
Ahora se deduce que: 


Luego: AOBC = AOCA (L - L - L) > mZCOA = 2a 4 
mMN=36° ; x=L y R=Y5+1 


Ahora en “О”: 5a = 90° ә 2a = 36° = mZBOC 
Finalmente: 


El AOBC es el triángulo elemental del decágono, siendo: 
OB=0C=R+1=RABC=2= Lo 


Lo =2=(@+1) E?) 


a R= VS 


Е 


Resolución: 


Se pide: MN 
Dato: АС = 20/5 +1) ^ mZABC = 108° BH-x 

Se pide: 
ABNC: 90° + mZBCN = 108° 

Datos: AH =В y CH - RÁ/2 


mZBCN = 18° 
480 
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MATEMÁTICAS II л a О! GEOMETRÍA 


Dato: PQ = 242 


En “F” se observa: mZAFP = mZQFE = 90° 


Si “Н” es ortocentro 


del triángulo ABC mZAFE = 120° 
Entonces: mZPFE = 30° 
НО = ОР mZPFQ = 60° 
Además: AF =FP=FE=FQ=a 


кае APFQ: equilátero; а = 2/2 
Se prolonga AH, BH y CH hasta cortar a la circunferencia; según la propiedii 


A EFQN: ЕМ = a/2 =4 y mZNFE = 45° 
АН = AN = АР = В = 1, ә mAN=mAP =60° 
Entonces: mZNFP = 15° 
CH = СР = СО = R/2-L, — mP = mCQ - 90* 
Ара ЕРМА: ЕМ = а/2 =4 y т/МЕР = 45° 
ВН = BN = ВО = x> mNB = mBQ = a 
Entonces: mZMEN = 30° 


Аһога: 2а + 120° + 180° 360° 
E к к AMEN es el triángulo elemental del dodecágono, entonces: 
4 а=30 
n x-Ly 2442-43 
Entonces: Xl 
4A ox-442- 43 


Resolución: 


Resolución: 


Se pide: do mm 7X 
Dato: H: Ortocentro del AABC 
AC-BH-R 


Se ubica el circuncentro “О”, del triángulo ABC y se traza OL 1 AC, entonce 


А =1С=Ё 
2 


Аһога: mZAOL-mZLOC-45* y 


mZABc = "20C, 


45* 


AMBN: triángulo elemental del octógono: 


s х=а„=® 2442 


Se pide: l¿=x 

Dato: a+b=ab 

Se prolonga: AB, ED y EA 

Se traza: CTLAB; CNLED у ВРІ БА 


MATEMÁTICAS П 


GEOMETRÍA 


Teorema de Pappus 


En el problema: 


DABDE: Inscrito £? = ab — £ = Vab 


HM = = Vab 


Ahora se observa que: 
Vab=b-a 


Elevando al cuadrado: 
ab =b? +a? ~ 2ab 


Sumando a ambos miembros “4ab”: 


Sab = (b + a)? 


IS BPA: 

Уф = x fio +245 

% 
Reemplazando y operando: 
м x-J10-2/5 
ak E - 
y ANE 
> PES 


En todo cuadrilátero 


E 


Resolución: 


Resolución: 
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GEOMETRÍA 


MATEMÁTICAS П 
Ahora se observa que BIQ es el triángulo elemental del octágono regular: 


x=L¿=RV2-J2 @=2/2+2) 


+ x=242 


Piden: PQ=x 
De los datos; se deduce: 
ло=ос=® > AQ-43 (L3 =RV3) 


РС=, +$0=2 Ьа, = 
mZ ACP = ES =90%. (2 ánscrito). Piden: BQ=x 
Cada lado del pentágono regular determina un arco de 72° en la circunferencia 
circunscrita, lo cual permite deducir: 


АВ // EC, BC // AD y mz BCQ = 72° 
Ahora se observa que BCO es el triángulo elemental del pentágono regular es decir: 


parao as (К =2) 
‚ x2 10-25 


Finalmente en el A QDC: 
x -2:./5* 
аху 


Piden: ВІ = x. 


Dato: Al— 2/2 /2 


| Piden: mz РВС =x 
+ Apartir de los datos se deduce: 
F т АВС = 90 (AC: Diámetro) mZPCB = 18 


(О: centro y OI L AQ). 
(Propiedad dada en el problema 13). 
mZQ-mZC-45* (Z inscrito). 
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MATEMÁTICAS II 


Prolongamos CP hasta cortar a AB en Q; por ángulo inscrito: 
m ОВ =2(189)=36% л mZBQP = mZA = 51" 


Luego: ове) = eene 


2 2 2 


Ahora en el AQBP es isósceles : 
mZ ВРО = mZQ - 50? 


Finalmente el A РВС: x +18° = 519 
х= 33 


Resolución: 


Cada lado del cuadrado determina un arco que mide 90? у cada lado del triány 


equilátero determina un arco que mide 120°; luego se deduce: 
т СЕ = 120" — 90*- 30° 
тЁР =90°—30°= 60° > FD- x-L; 
Аһога сото: 


L,-6-R42 > R-342 


Finalmente como L, = В; entonces 


x-342 


licar verdadero (V) o falso (F): 

|) Todas las diagonales de un polígono 
regular son congruentes. 

51 un triángulo equilátero está 
inscrito en una circunferencia de 
radio R, entonces su perímetro es 6R. 
Si un cuadrado está inscrito en una 
circunferencia de radio В, entonces 
“ви perímetro es 4R 


B) FFV C) VFF 


E) VVF 


áfico calcular x, si mBC = 50°, 
1/2 yBD = r3. 


à B) 50° С) 55° 


Е) 45° 
и ИЮ. о falso (F) segün 


ón entre las longitudes de los 
dos de un cuadrado y un triángulo 
llátero inscrito en la misma 
ferencia es de 4/3. 


n un polígono regular, la apotema 
e igual a la mitad de la longitud 
do del polígono, entonces dicho 
по es un cuadrado. 

O es la sección áurea de AB, 

es AO > BO. 


tud del lado de un pentágono 
йг es igual a la longitud de la 
бп áurea de su diagonal. 


B) FFFV C) FVFV 


E) VEVF 


GEOMETRÍA 


Se tiene una circunferencia de diámetro 
AE = 2R. En ÁE se ubican los puntos B, C 
y D tal que BC // AD, CD//BE y 
BEN AD = (P), calcular AC. 


A) J2R B) y3 
D) (V3 -42)R 


C)R 
E) 2R 


En el gráfico; ABCD es un cuadrado de 
perímetro 45/6. Calcular ВЕ 


A1 B) 2/2 ©з 
D)4 E) 2/3 


Еп la figura, si AB = Lj; CD Ly, 
calcular “x”. 


B, 
с 
А\ 
D 
А) 76° B) 78° ©) 82° 
D) 81° E) 74° 


En un polígono regular ABCDE; AB = 2. 
Calcular AC. 


A) 245 
D) 2 


в) 5 +1 сСуу5-1 


Е) УЗ 


10. 


En una circunferencia de radio VŽ + 1se 
encuentran inscrito un triángulo 
equilátero y un cuadrado, tal que dos de 
sus lados son paralelos. Calcular la 
distancia entre dichos lados. 


o1 
E) 43/2 


А) 1/4 В) 1/2 


D) 42/2 


En la figura: ABCD es cuadrado; АМ=МВ; 
mBN = mNC, “О” es centro. Calcular PM, 
si OA = /2 


ZAS 
AN 


Ac 
© 
р 
А1 DEZ о 4272 
D) N2 /3 E) УЗ/З 


ABCDEFH es un polígono regular inscrito 
en uma circunferencia. En el arco BC se 
considera el punto Р Si PC = 1 y 
PE = 4 2 , calcular la medida del radio 
de la circunferencia. 


№205 в)з./2 o 52 
5/3 342 
BE Bd 


En el esquema ABC es equilátero y 
R =443. Calcular CD, si тАр = 3(mCD). 


B 


12. 


13, 


14. 


15. 


MATEMÁTICAS II 


А) 2/643 -1) 


в) 2460/3 - 1) in cuadrilátero ABCD se cumple que 
curs am \ВС = mZADC = 72°, mZBCD = 90° 
р) 24605-1) E) 4543-0 ВС = J/10-2V5 . Si “F” es un 


de AD tal que la mZABF = 18°, 
ABCDEFGH es un polígono regular doni 
el radio de la circunferencia circunser 


mide 2/24 4/2 ; M y N son puntos med 0+2/5 B)J/5-1 ом 
de GĦ y EF respectivamente, Calcular MÍ 945-48 
FR vt 2 в) 40/2 +1) отете 
+ 
ов = J2« J3 
р) 302 +1) E) 4042 -1) ), en el arco AB se 


el punto "P" y en АО el punto “Q”, 


Un cuadrado ABCD y ип trián| 
equilátero EBF están inscritos en 
misma circunferencia, E € AD; si el | 
del cuadrado mide 6, calcular FD. 


4(m2AQP), calcular “ВР”. 
B) 0,5 о № 
E) УЗ 


B) 3 V2 c) 2 


БЕ 
р) v3 ie ип pentágono regular ABCDE tal 
AD y BE se intersecan еп "P". Si 


вс? = "pe 
Interiormente a un cuadrado АВС} ВС = k, calcular "PC". 


AD, luego se inscribe un cuadrado! t T 
dicha semicircunferencia (un lado, QE ©К 
cuadrado está contenido еп el dián E) 5үк 


AD); calcular la razón de las apotemi 
dichos cuadrados. 


B) V2 


ono regular ABCDE..., la suma 
od e del lado y el circunradio 
E) vá 


А)2 
р) v5 
©) 10 
Se tiene un pentágono regular B6 
inscrito en una circunferentl 

AB = 410-25 , calcular la longitu 
la cuerda cuyos extremos son los ji 
medios de los arcos AB y ED. 


octógono regular ABCDEFGH 
еп una circunferencia de radio 2. 
IF la distancia del vértice "A" al 
nedio de DE. 


^ 455) B) ` 

в)ло-з/2 
с) /10+2/5 
р) 465-1) E) J10- 2/5 


GEOMETRÍA 


21. En una circunferencia de diámetro AB se 


23. 


traza la cuerda CD que interseca a AB. 
Si las distancias de "A" y "B" a CD se 
diferencian en 1 y тАС - mDB = 36°, 
calcular "AB" 


А) 45-1 В 5+1 с) у5 +2 

М5 +1 4542 
D pv 
En un triángulo acutángulo ABC, т/С=45°; 
I es el incentro y O el circuncentro; si 
mZAIO = 90* y AI = 2/2 + 42; calcular BI. 
A) 42 B) 242 с) y2- V2 
D) v6 E)1 


En los lados BC y AC de un triángulo 
rectángulo ABC, recto en “B”, se ubican 
los puntos Q y P tal que ВО = QC y PC 
es congruente a la sección áurea de 
AP. Calcular PQ, si (АР)(РС) = 72 y 
mZQPA = mZBAC. 


A1 
D) 6/2 


B2 03 


E) 6 


En un polígono regular ABCD ... М de 
trece lados, si AD = а у АЕ = b, calcular 


A) vab B) E с) Ма 62 
D) Va iab o 


Se tiene un triángulo ABC, obtuso en B se 
traza la ceviana interior BP, tal que 
mZABP = 30°, mZC = 36, ВС = 4/5 +1 
y BP = 2. Calcular mZA. 


A) 42° 
D)52* 


B) 45° C) 36° 


E) 62* 


26. Calcular la longitud del lado de un 
polígono regular de 16 lados, inscrito en 


una circunferencia de radio 1. 


м ү2-42+42 m d2-42-42 


о 2J2- 42 J2 
5 24/24 /2 5 y2- V2- 2 
2 2 


27. En el polígono regular ABCDE . 
desde “А” se traza la tangente AT a la 
circunferencia de centro "C" y radio 
CD ("T" es punto de tangencia). Si 


АС BD = (P), calcular la m4TPC. 


B) 60° С) 75° 


E) 120° 


" A) 45° 
D) 90* 


28. En un pentágono regular ABCDE se 
traza DF 1 AB (F e AB), luego en la 
prolongación de FD se ubica el punto "P", 
tal que АВ es congruente a la sección 


áurea de CP. Calcular la mZDAP 


С) 6° 
Е) 18° 


А) 12° B) 8° 


р) 15° 


29. En un decágono regular ABCDEFGHIJ 
cuyo circunradio mide “R”, calcular la 
longitud del segmento que une los puntos 


medios de AD y BH. 
| A) куа 245 в) 544—5 
| © Blas 
| 
р) EE E) Edad 


аа аа НӘТ AAA 


30. 


31. 


32. 


En el interior de un triángulo ABC 


ubica el punto 


mZPCB = 18° y PB es igual a la longitii 


de la sección 


dicho triángulo. Calcular Іа mZBAC. 


А) 72° 
р) 70° 


Se tiene un pentágono regular ABCDH, 
el triángulo ACE la circunferencia ins 
es tangente en “M” y “N” a los lados Ni 
CE respectivamente. Calcular "MN", 


АЕ =a. 


EN) 46-9 
a 
© 405-9 


a 
D) 305 -1) 


En una circunferencia de radio Jas 
se inscribe un triángulo isósceles AMC, 
que la mZB = 120". Si luego se conil 
interiormente el cuadrado BCPQ, call 


"AQ". 


А1 
D) 43 -1 


Calcular la 
heptágono 


MATEMÁTICAS II 
ir verdadero (V) o falso (F) según 
ponda: 


un triángulo equilátero está 
inscrito en una circunferencia de 


Tadio "R", entonces su lado mide А , 


"P", tal que mZPBC = 


áurea del circunradio M 


"Todo polígono equilátero inscrito en 
©) 75" шпа circunferencia es un polígono 


E) 50 


B) 60* 


siempre mayor que su lado. 


B) FFV C) FVF 


E) FVV 


ene un polígono regular de 


a 
в) 56-45) | número de lados que el anterior е 
timétrico con éste. 
a i B R-a Ra 
DAN dur m 
pjate 


un cuadrante AOB, de centro O, 
za una circunferencia que 
to medio “N” del arco AB 
es tangente a OB en "B". 
longitud del segmento 
trazada de “A” hacia la 


B 52-4 o2 ferencia, siendo "T" punto de 
E)2 lay AO =/2+ 3/2. 


B) V2 o 46 


E)2 


medida del lado de 
regular ABCDEFG, 


Д, o 
A AE 5 que el lado del dodecágono 
inserito en una circunferencia 
B6 [T] 3 . Calcular la longitud del 
DES | polígono regular de 24 lados 


1 
la misma circunferencia. 


GEOMETRÍA 


A) 42- J2- 3 в) 42-42-42 
© ү2-Уз-у5 
D V2-V2-/2 вю {242+ 43 


38. ABCDEF, es un hexágono regular 
circunscrito a una circunferencia tangente 
a BC en “О”. Si AQ interseca a la 
circunferencia en "M" y el radio de la 
circunferencia mide 3, calcular “АМ”. 


x21 № Уз 
^ rs Sw 
N21 J21 
pi cu х1 
) 14 el 7 


39. Indicar el valor de verdad: 
C) AP es la sección áurea de AB y AM es la 
sección áurea de АР, entonces AM = PB 
() En un pentágono regular, se trazan dos 
diagonales secantes, en "P", entonces el 
punto P divide a cada diagonal en media 


yextrema. 

() Un polígono regular de "n" lados, tiene “n” 
ejes de simetría 

A)VVV B) VFF C)VVF 

D)FVV E)FFF 


40. Si ABCDEF es un hexágono regular circuns- 
crito a una circunferencia tangente a BC en Q. 
Si AQ interseca a la circunferencia en M y el 
radio de la circunferencia mide 3; calcular AM 


y21 P Уз 
AM BM oT 
a уй 


41. Calcular la razón entre los perímetros de los 
polígonos regulares mostrados (P О, N son 
puntos de tangencia) 


A) 34/3 


в) 2/3 
с) уз о 


0434 
» УЗ = 


42. Si ABCDEFGH es un octágono regular donde 
AB = a, BG ^n AD = (P), FC ^ HE = {О}. 
Calcular PQ 


A) a2 C) 2a 


D) aJ2- /2 E) ay2+ J2 


En el lado CD de un cuadrado ABCD se ubica 
el punto M y con centro M y radio MB se traza 
un arco que corta a la prolongación de DC en 
“E”, Si EC es congruente a la sección áurea de 
BC, calcularmz MAD 


B)a/3 


43, 


A) 30 
D) 24 


В) 36 С) 26,5 


E) 22,5 


44. Ellado de un pentágono regular mide(/5 -1); 
entonces el perímetro del pentágono 
formado al unir los puntos medios de los 
lados en forma consecutiva del polígono 


regulares: 
А)5 B6 08 
D)10 Е) 15 


45. Se grafican dos polígonos regulares de n 
lados, uno inscrito y uno circunscrito a una 
misma circunferencia. Si la longitud de la 
circunferencia inscrita al polígono menor es 
18 y la longitud de la circunferencia circuns- 
crita al polígono mayor es 32, entonces la 
longitud de la circunferencia circunscrita al 


polígono menores: 
А)20 в)22 С) 24 
0)16 E) 28 


AA AA 


46. Enuna circunferencia de radio 4; se traza il 
cuerda que subtiende un arco cuya medida 
144. Calcular la longitud de la flecha cori 


pondiente a dicha cuerda. 
A-4392 о y2- i 
D) {5-5 E) 5-5 


47. SiHF = Ly IG = Lg y EO = |, calcular FG 
función de Ry] 


ge | 
E 

12-282 12-28? P-an 
E= g- 

A p ET 
12262 12. 
mj 

p бя 


48. Las diagonales de un pentágono regular 
lado 1, determinan un nuevo peniy 
regular de lado 1,, las diagonales de 
segundo pentágono regular determinan 
nuevo pentágono regular de lado |, y 
sucesivamente. Si 1, = 4(/5 - 1), enton 


lim (1 1, +...+1,)es: 
nm 


A)6 
D)12 


B)8 C)10 


E)14 


49. En un decágono regular ABCDEFGHI, li 
gonal AD interseca a los radios OB y OC øi 
y "Q" respectivamente. Calcular AB si AQ = 


45-1 4541 Уз» 
AUT » EE o" 
D) 305 -1) E) 2/8 


50. Calcular la base mayor de un trapecio si 
do que los otros tres lados miden (3 {Й 
y que uno delos ángulos mide 36. 


A)2cm B) 4cm 
C) 6cm 
D) 2045 +1)cm E) 46/5 + Dent 


ha llu simetría fue un recurso frecuente en todas las formas 
(n, ya sea el diseño de joyas, pinturas, esculturas, 
lones, objetos de tocador... Su influencia puede 

en ln literatura, parece que también estaba presente en 
puede percibirse su influjo hasta en marcos como la 
Че los objetos que integraban ajuares funerarios (Fi 
lgo, no hay que olvidar que en la creatividad egipcia 
IÐ enormemente frecuentes las rupturas de la simetría 
[poración de asimetrías, Ello enriquecía enormemente 
artísticos y ofrecían amplitud a las posibilidades 


dual que los egipcios desarrollaron en muy diversos aspectos y que se plasmó, por ejemplo, en la 
tentada por los faraones. La profunda cosmovisión dualista implicaba establecer equilibrios entre 
(а а ln armonización de complementarios y daba lugar a la expresión de lo total a través de lo dispar. 


[que era supuestamente idéntico reflejo. 


te ln dualidad era esencial en ámbitos como la administración del país, la naturaleza de la monarquía, la 

Biel cosmos y hasta ста ineludible en el terreno de las creencias funerarias. No es de extraña, por tanto, 

[со y compensado simétricamente sea también un elemento clave y esencial en la composición de la 
tica. 


(es Interesante observar que en algunas ocasiones el uso de la simetría en el arte del antiguo Egipto fue 
li estricta imagen y se adentró en otros discursos o intereses iconográficos. De modo que en el arte 
apreciarse simetrias visualmente sutiles o que más bien se configuran como paralelismos narrativos; 
inque a nivel óptico no se trate estrictamente de imágenes simétricas, a nivel de contenidos y de 


pueden serlo 
р 


Inicia simbólica que entraña en Egipto la simetria, la exploración de sus posibilidades expresivas, el uso 
Imenre variado que se le dio y la maestría con la que se profundizó en las posibilidades efectistas, 
Nin lugar a dudas uno de los más magnificos tesoros legados por los artistas del antiguo Egipto. 
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MATEMÁTICAS II 


otro cuadrilátero tiene centro de simetría. 


ono regular cuyo número de lados es par es simétri 
Es la que se realiza con respecto a un punto. A dicho punto se le denomina centro de simetrii, E circunscrita) par es simétrico respecto a su centro (centro de la 


Dos puntos A y B son simétricos respecto al punto O, si O es el punto medio de AB. 
b 


A 


A y B: Puntos simétricos con respecto a О. 
О: Centro de simetría. 


Una figura F se denomina simétrica respecto al punto О si todo punto de F tiene su simétrico 
respecto al punto O. 


+ Е segmento АВ es simétrico respecto a su punto medio. 


TAS 


onos regulares cuyo número de lados es impar no tienen centro de simetría. 


lígonos no convexos que tienen centro de simetría. 


О: Centro de simetría. 


ji 
ҮР, y E, son simétricas respecto a un punto O si todo punto de cada una de ellas tiene su 


+ Опа circunferencia C es simétrica respecto a su centro. 


especto al punto О. Al punto O se le denomina centro de simetría. 
¡circunferencias de diámetros AB y A'B son simétricas respecto al punto О. 


N A О: Centro de simetría de la circunferencia б 


+ тойо paralelogramo es simétrico respecto al punto de intersección de sus diagonales. 


O: Centro de simetría 


O: Centro de simetría del paralelogramo 


Q SUE TM. MATEMÁTICAS И 
GEOMETRÍA 


Dos figuras simétricas respecto a un punto son congruentes. Dos figuras congruentes ni 


ita F se denomina simétrica respecto. i А ^ 
ette sonsimitricas: T. aunarectaL, sitodo punto de F tiene su simétrico en Е 


ecta L; a esta recta se le denomina eje de simetría. 


Dada la figura F} y el centro de simetría O, para obtener el simétrico de F} respecto a O, basta i ento AB es simétrico respecto a su recta mediatriz. 


L 


minarlos puntos simétricos de cada uno de los puntos de F, con respecto a О. 


Para un segmento, hay que determinar los puntos simétricos de sus extremos y luego trii 
segmento que los une. 
Ejemplo: Determinar el simétrico de AB respecto al punto О. 
B 


T: Eje de simetría de AB. 


08 simétrico respecto a la recta que contiene a su bisectriz.. 
B, 
o L 


A 


a T: Eje de simetría del 4 АОВ. 
Para un polígono, hay que determinar los puntos simétricos de sus vértices y luego trazar oi 

mente los segmentos que unen dichos puntos.. 
Ejemplo: Determinarel simétrico de ABCD respecto al punto O. 


^ Il triángulo isósceles y el trapecio isósceles presentan un eje de simetría. 


L 
B, 


del AABC rn А 
Esla quese realiza con respecto a una recta. A dicha recta se le denomina eje de simetría. L : Eje de simetría del trapecio ABCD 


Dos puntos A y B son simétricos con respecto a una recta L, si L es la mediatriz de AB. 


| cuadrilátero no convexo pueden tener un eje de simetría. 


AyB: Puntos simétricos respecto a T. 
T: Eje de simetría. 


AMAT AE AA ET 499 


T: Eje de simetría del A ABCD. 


x E EE MATEMÁTICAS П / ЖО! LT) mE ed GEOMETRÍA 


+ Todo paralelogramo, excepto el romboide, presentan ejes de simetría. 
P ROMBO RECTÁNGULO 


Е y F son simétricas respecto a una recta L si todo punto de cada una de ellas tiene su 


m 


Ha otra respecto a la recta L. A la recta L se le denomina eje de simetría. 
Ingulos ABC y A'B'C son simétricos respecto a L. 


E I3, I, y Ly Ejes de sim T: Eje de simetría 


| T, y Dp: Ejes de simetria 1 y Т; : Ejes de simetría 
| «Un polígono convexo o no convexo puede tener más de un eje de simetría. 
| 

и, Ab, 
Bi 


c PM 


as simétricas respecto a una recta son congruentes. Dos figuras congruentes no 
Iüriamente son simétricas. 


T, yl; : Eje de simetría del ABCDEF T, yl, : Eje de simetría del АВС! 


a F, y un eje de simetría L, para obtener el simétrico de F, respecto a la recta L, basta 
1 
untos simétricos de cada uno de los puntos de la figura dada. 


| + Е número de ejes de simetría de un polígono regular es igual al número de lados del mii 


li Determinar el simétrico de AB respecto a la recta L. 
Я 4L 


B 


A 


y 
Uum 


X 


li Determinar el simétrico de ABCD respecto a la recta L. 
AL 


+ Та circunferencia y el círculo tienen infinitos ejes de simetría (son las rectas que соп 
diámetros) 


с 


Т: Ejedesimetría 


MATEMÁTICAS П 1 L RO 


4 Ёш GEOPIETRÍA 
1) Si dos puntos A y B están el mismo semiplano determinado por una recta L y P es un punto de 


entonces (AP + PB) es mínimo cuando: АР y BP determinan ángulos de igual medida con la reci Я 


A, ByPson nocolineales. S 
Si: 
à хап en el lano d 
А л B: Es misi ij termi 
B dá CAFES quoe Ni El número л es la razón constante y 
pori 2r 
Е д> TONG m EA ongitud de la circunferencia en función del radio es: 


Ilemáticos griegos decidieron indicar, con una letra de su alfabeto, el número de veces que la 
contiene su propio diámetro. La letra escogida fue la letra m, se conocen muchas cifras 
i). Como las primeras son 3,141592653589... pero normalmente consideramos como 


2) Si dos puntos A y B están en distintos semiplanos por una recta L siendo йд ‚т> dp ‚р y 


punto deL, entonces (РА -РВ) es máximo cuando AP y BP determinan ángulos de igual medii 
larecta LyA, P yB son no colineales, i 4. 
ji - ferencia, al dar una vuelta completa, describe una trayectoria cuya longitud es la de la 
Si: 
А ^ B: En distintos semiplanos determinado 
(AA' > BB). 
P: Punto de L y (AP — РВ) es máximo. 


L3 L=2xr А 


Entonces: 


is consideraciones que nos han llevado a definir la longitud de la circunferencia pueden 
nirla longitud de un arco cualquiera de ella. 


‚өө + P, ,Bcuando n crece. 
“Tomemos una circunferencia cualquiera y sea C su longitud. Inscribamos en ésta un үн i 


regular de n lados. Si P, es el perímetro del polígono tenemos С > Р, osea C – P, > 0. Peri 
diferencia C — P,, la podemos hacer tan pequeña como queramos haciendo crecer n. Este h 


expresa diciendo que Ces el límite de P, cuando n crece. 


DEFINICIÓN.- La longitud de una circunferencia es el límite de los perímetros de los polígonos 14 
inscritos. 


С 
Todas las circunferencias tienen la misma forma. Uno de los teoremas más profundi ud del arco AB es L, el radio correspondiente mide r y el arco AB mide 0 (en grados 
matemáticas nos dice: La razón de la longitud de la circunferencia al diámetro es la mis | entonces: 


cualquier circunferencia (= es constante) . Es decir: 


MATEMÁTICAS Il А DO GEOMETRÍA 


. Se han desarrollado muchas construcciones para determinar gráficamente un segmenti 
longitud aproximadamente igual a la de una circunferencia o de una de sus partes. Aquí present 
dos de las más elegantes y a su vez las más aproximadas. 


MÉTODO DEKOCHANSKI 
Se dibuja una circunferencia de radio R. Se traza el triángulo equilátero OEG. Se traza una recta pali 
al segmento EG que pasa por A, prolongándola hasta que corte а la prolonga-ción del segmen 
obteniendo D. Desde el punto D y sobre la recta se transporta 3 veces el radio de la circunferendi 
obtiene el punto C. El segmento BC es aproximadamente la mitad de la longitud de la circunfereni| 


" R : R R 
к= gem Ы 
V E 
el hexágono regular: AB=BC=CA=R=1 
i AC - AD - /3 
Ob: (AD)? =(A0)?+(D0)}  — 1/3? -12+(00) 2 po- J2 
2 2 — w- 
^ iD: æn -(1) С > вр =ве= уз /6 
Ѕеа: В =1 е. 
* ЛАВС: (ВС)? = (АВ)? + (3 - DAJ.....(D) je EB! - 2- (W3-46* > gR'- Ji J6 
+ ларо: AD=“% (Not. 30 A 60°) | 
3 i Teorema de Ptolomeo, 
En (D: ae 22 Уз _ [40-643 _ 
* En(D: (BO? = 2 8-0 > вс- (EAS - 3,14153... (aL) -1. +6 + 3 — Уб УЗ + 2(AE) = 3,1423992..... 
El valor obtenido se aproxima bastante al valor de л. Па = тке л). Sl 
1 Enla figura, M e Ly (AM + MB) esla menor posible, entonces @ = 0. 
MÉTODO DEMASCHERONI 
Se dibuja una circunferencia de radio R y se inscribe un hexágono regular. El punto D es ln il 


de dos arcos de circunferencia: el arco BD con centro еп A', y el arco CD con centro all 
obtenemos el punto E como intersección del arco DE, de centro en B, y la circunferencia, КІ 3 
es un cuarto de la longitud dela circunferencia, aproximadamente. 


DEMOSTRACIÓN: 


TEOREMA: 


DEMOSTRACIÓN: 


MATEMÁTICAS I 


^ 
Se ubica arbitrariamente, el punto M' en È 
Ahora, sea: AM'=a y M'B=b 
> АМ'+М'В=а+Ь 
Luego, se ubica A' simétrico de A respecto a T 
>AM 
Por otro lado, A'B ^ L = (M) y se traza AM. 
= АМ=А'М=а л A'B=a+b 


Por el teorema de existencia en el A AM'B : 
Y a+rb<a'+b' 
=> АМ + МВ < АМ'+ М'В 
=> (АМ + MB) es la menor posible. 
. a-0 


En un triángulo acutángulo ABC, se ubican los puntos В Q y R en АВ, i 
respectivamente. Si el perímetro del triángulo РОВ es mínimo, entonces i 
triángulo es el triángulo pedal del triángulo ABC. 


GEOMETRÍA 


SeaPR = a, PQ=byQR=c 
Ahora, por dato: (a+b + c) esmínimo. 
Seubican R'y R" simétricos de R respecto a AB y BC, respectivamente. 
= RP-RP-a л R'Q-RQ-c 
= К, R О yR" son colineales, pues el dato indica que 
(a + b + сез mínimo) 
En consecuencia: mZ MPR = mZ ВОВ = a, mZ NQR = mZ ВОР = Ө. 
En forma análoga: mZ ARP = mZ СКО = f. 


Aesexcentro del A POR. 
=> AQesbisectriz interior 
= AQLBC 
*Análogamente: BRLAC ^ CPLAB 
El A PQR esel triángulo pedal del A ABC 


Dadas las siguientes figuras, trazar su — 4. 
simétrico respecto al punto O en cada caso. 


B 
"m A 
A o A c 


Dado la recta L; determine el simétrico de 5. 
cada figura respecto a Len cada caso. 


B с ж È 
D A 


L B 
АЖ 
A is 
3. De las figuras mostradas indicar quienes 6. 
tienen centro de simetría 


b 
b b 
b 


Indicar las figuras que presentan ejes de 
simetría. 


T e. 


Calcular en función de R el perímetro de 
las regiones sombreadas. 


Trazar los polígonos no convexos que 
tengan más de un eje de simetría. 


GEOMETRÍA 


I) VERDADERA 
Los polígonos regulares cuyo número de lados es impar no tienen centro de 
simetría. 


VERDADERA 
Ejemplos: 


O: Centro de Simetría 
A parte de estos existen otros de mayor número de lados que sin ser regula 
res tienen centro de simetría. 


Ш) VERDADERA 


O: Centro de Simetría. 


хавас сы м Vm 


correcta(s): 
ИЗ ылы Беу уы кр CA 
aasde osades opten ee Чорос 


E 
ejede 


3 о el polígono no necesariamente es 


Resolución: 


e MATEMÁTICAS II / горо. GEOMETRÍA 


Piden: A'D- x 


D 
Por simetría (C: Centro de simetría). 
En el gráfico se muestra a un octága * AB-A'B'-2 
con un eje de simetría y dicho octágal ES e Cpu 
no necesariamente es regular. 
Ahora se observa que: ADD'A' — AD'A'B'; entonces 
D'A' 4 
— DA-2 
Ш) FALSA 2 pui ^* 2 
В по necesariamente es conjunto convexo (puede ser no convexo). Por teorema de Pitágoras (ADD'A') 
(B): Conjunto Convexo (B): Conjunto No Convexo 
9 in E 42.0420 


Ш) VERDADERA 
El polígono regular de 3 lados tienen 3 ejes de simetría, pero existen ol 
que sin ser regulares también tienen 3 ejes de simetría; observe el ejen 


En el gráfico Ly, La y L son los 4) 
simetría del hexágono no regular 


Luego se deduce que el hexágono POMNTR es regular y los triángulos: РСО; QBM; 
MAN; NCT; TBR y RAP son equiláteros: 
Además: AP = PQ = QB = b 
Pe: 3b-12 > b-4 
© Finalmente: 2p = 6(4) 
^ 2p-24 


511 


Prolongamos PM y ОВ hasta О, luego se observa: 
MQ'-c л BQ'-2 
Ahora se traza СУМ 1 АР; entonces: 
AN-2 ^ NQ'-10 
Por teorema de Pitágoras (А РМО) 
(bo? =72 «10? 


о x=b+c=y149 


noti 
En la figura О, y О; son centros, T es punto de tangeni, PB = a y BD = [ 
Calcule PT. 


Bs 
Resolución: Piden: PT — x Si AE + DE + DC + CBes mínima, entonces: 
П. a+p=90 
D 


. Eje de 
Simetría 


Como (AE + ED + DC + CB) es mínimo; entonces: 
т< TED =a, mZ QDC = В y mz BCR = y. 
Luego se obtiene el siguiente gráfico: 


Luego de completar la circunferencia @ prolongamos PB hasta cortar #5 en M 
Ahora por simetría (BD eje de simetría de @ - BD - b. 
Finalmente por teorema de la tangente en %: 


= (a + Б). а 


. х= Ма+ а 


PROBLEMA 6 WM AB se traza AP 1 AB, BQ LAB (P y Q ubicados en cl n 
д semiplano) y se ubica M en AB. Si. EA e 
el mínimo valor (en cm) de PM + М . 


ATED: 
ADQC: 
De (1) ^ (2): 
De (1): 


Resolución: Como (PM + MQ) es mínimo, entonces: m2 AMP = mz ВМО 


2a+2ß=180 > mZAED = 28 ^ mZEDC = 2а 
Entonces: Z AED ^ ZEDC: Conjugados internos suplementarios. 
> АЕ // UD..........(4) 


Por lo tanto: (I) VERDADERA (De (3)) 
(I) VERDADERA (De (1)) 
(Ш) VERDADERA (De (4)) 


GEOMETRÍA 


MATEMÁTICAS II 


CD'=CD=a 
AD'=AD= 2a 
mZ AD'C = mZ АРС = 90 
Ahora por Ptolomeo (ABD'C: inscriptible) 


(2200 = x(4 5) + a(4) 
4 х= iiS 


Por simetría: 


Resolución: 


En adelante solo ubicaremos los simétricos de aquellos puntos que se 
encuentren asociados a los datos y a lo que pidan calcular, se nos 
facilitará la solución. 


> 
Por simetría: CD'-CD-a 
Re ME. Los puntos simétricos del ortocentro de un triángulo respecto a los lados 


mZ AD'C = mZ ADC = 90 
Ahora se observa que ABD'C es inscriptible; entonces por teorema de Ptol, 
Q2) 24) = x (45) + a GO 


3 
х= 5 
х ¿Ya 


se encuentran en la circunferencia circunscrita. 
DEMOSTRACIÓN: 


Para demostrar que H, es el 


simétrico de H respecto a AC 


debemos probar que: 


Ahora en el gráfico se deduce: 


Note que para resolver este problema no es necesario graficar el simót 
AB'CD'; suficiente con ubicar D' (Piden ВЮ), los otros no son necesaria 
el rectángulo AB'CD' tampoco porque no están asociados a los datos ой 
que piden calcular. Veamos como sería la resolución: 


* mZCAH-mZCBH-a .......(P4) 
* айу -2a ^ mZHjAC- a. .......(Z inscrito) 


* AHAC: isósceles (AN: Altura y bisectriz) > HN = NH, 
De manera análoga se demuestra que H, y H4 (Simétricos de H respecto 
a BC y AB) están en la circunferencia. 


Resolución: 


‚10. Enun triángulo equilátero de lado a, se ubica M en BC, de modo que BM =20 


SONAS sc ойшы de 


MATEMATICAS П ORAL порс EL cromma d 


Por simetría: * AC'-AC-a^mZCAM = mZMAC'- a 

* MC=MC'=£ 
Ahora como AB = AC = AC = a, entonces: 

mZCAC' = 2mZCBC' + mZCBC'- a 
Además por ley de cosenos (А AMC) 

(AM)? = (36? + 22 — 2(30) (£)cos609 — АМ = J7t 
Finalmente por Teorema de Ptolomeo (£d ABC: Inscriptible) 

а.(2Җ) = x 7 X) a.) 
гау? 
ma 


Vx 


De la demostración anterior: 

HN = Ni}, HP = PH; ^ MH = MHs 
Entonces: mZHAC = mz CAH;, ; m2 НВА = mz ABH; y 

mZHCB = mZ CH; 
Ahora por ángulo inscrito: 

* mH,C- mCH, - 2a 

“ * mZH,H;C = mZCH4H; = а 
> НУН: Bisectriz del 4 НуН,Нз; 

De manera análoga se deduce que H5H y HH son bisectrices de los ángulif 
HHH} y H3H;Hs. 


Piden: BA' = x 


Ahora solo ubicaremos el simétrico de A (A). 
Eje de 
Simetría 


2 H: Incentro de AH,H;Hs 


ABC es el ic io hd c 
E y SENA 


WS hdd 


En este problema solo es necesario ubicar el simétrico de C (Piden BC) 


n Ay Bdos puntos situados en distintos semiplanos respecto de una recta L, si 
ncia de A hasta L es a, la distancia de B hasta L es b (a > b), y la distancia. 
elas proyecci de AyB sobre Les с, halle la diferencia máxima entre PA y 


Т D SE. 


TEMÁTICAS II 


c 5 — GEOMETRÍA 
Resolución: Piden: x = (PA — PB) máx. 
Para que (PA — PB) sea máximo entonces: 

mZAPQ = т/ВРО (Q eL). 


* cos36? = 
Ahora: sea AP =m ^ BP=n + x=m-n 
Pero se sabe que: cos36°= ; entonces: 
X531 4941 , Q5 
4 2R 
Ahora: L5= E ICD 
6 
MC 
L qa g^ 
- 
ERN 7 RE 


Prolongamos BB' hasta cortar a AP en Н y luego trazamos HN L AA'; enton 


obtiene: * HB'— BB'— b ^ HP = n (А ВНР: isósceles). 
* AH-m-n-x 
Ы = сл AN = b (A'NHB' Rectángulo). 
* AN-a-b 


Por el Teorema de Pitágoras en el A ANH: 
x! = (a-b)? «c? 


. к= Va? «b? Za 


ч з 0 
Resolución: Sea mAB=108 — Piden La = 560502" 


Piden : х= AN + Las + MC + AC (D) 
Ө: Medida del / central. 


Luego de trazar CN se deduce: 
* mZ АМС = 90° (AC: Diámetro) 
* AN = NB = b (CN: Altura del AABC) 
> AC = BC = 2b = 2r 
* mÁN- mNM = 60° (2 inscrito) 


—mMC-60 л MC=AN=b 
Ahora por el Teorema de la Tangente: 


6 -2bb > b-342 
Luego en (1) х= 3,2 +52. 0n.3/2)+342+642 
n x=V2(12+1) 


108° 


Como: 0 = 108° л АО = ВО = R; entonces: 
* mZ ОАВ = mZOBA = 36 


519 Е Ev; = 


Resolución: 


PROBLEMA 16 


Resolución: 


Por la regularidad y simetría de la ligul 
se deduce: 
PO=0M=MN=NP ; luego: 2р 
Ahora A AQD es equilátero, entonces 
шАО = 60 ^ mQC=30 
Pero рог simetría: 
тАР - mQC = 30 > тро «й 


También se observa: 


(D de una circunferencia son perpendiculares, SiE e BD , AE 
punto F y FD чаш, entonces la longitud de la 


UN, 27а 
12 


Piden: Е 
Сото: AB.ILCD — тАр-90 
Por ángulo inscrito y ángulo central: 


* mZE-45?4 mFD = 90° 
* mZFOD- 90° 


Luego en el AFOD: FD=1=rV2 > r= 


En (1): L¿=2x (2) 
- Lo=vV2x 


ж 


MATEMÁTICAS II ROD GEOMETRÍA 


Observe que la prolongación de ML pasa por Р, esto es debido a que por la sime- 
tría mZ PLK = mz KLP' = 60%, además e = 60 (e: m2 exterior), entonces: 
e = т/ КІР =60 (7s opuestos por el vértice). 


Resolución: Graficamos а los polígonos de tal manera que compartan a su ángulo cen 
además sean a, b y c los radios de las circunferencias indicadas. 


Eje de Simetría 


Piden: 
Datos: 

Lg, 92.6732 uu (U) 
Al trazar OT se deduce que: Además: mZQ'P'K = mZQPK = 30 (Por simetría). 

* mZOTP = mZONQ = 90 (TP //NQ) Luego se deduce: * mZA-90 — MP': Diámetro de la circunferencia 
Ahora por el Teorema de Tales en el А ОТР: y circunscrita al A MAP”. 


$ E 
222 > b?=a.c (IV) 
a b 


Entonces multiplicamos (IT) л (Ш): 
4т?.ас = 18x 32... 
EJ 


* Además: Læ = 2л R (Siendo МР = 2R). 
Ahora A KLP': Notable de 30 y 60 
. > LP' - 22 ^ MP'- 3t - 2R 


> ta eat 
2 Lg =3n£ 


Luego de graficar e indicar los datos correspondientes, prolonguemos BM y TM 
hasta cortar a la circunferencia en N y Q. 


523 


MATEMÁTICAS II 


* BM-MN (ОМ 1 NB) 
* CH=HQ=8 (OH 100) 
Entonces por el teorema de las cuerdas: 

b.b=4(12) > b-443 


Ahora se deduce: 


Ahora en el AMHB: 


+ (4/37 = 42 +m? (Teorema de Pitágoras) 


> m=4y2 


* (443) =R.m (Relaciones Métricas) 


442 
> R-642 


90 
La = 360 2% 
3242 


Finalmente piden: 


il cuadrado y el triángulo equilátero 
inen 4 ejes de simetría y 3 ejes de sime- 
iría respectivamente. 

p triángulo isósceles tiene eje y centro 
simetría, 


centro de simetría. 

intágono tiene 5 ejes de simetría. 
B) VFFF C) ЕМЕ 
E) FFVF 


ne el valor de verdad de las siguien- 
siciones 


п ejes de simetría. 
0s los paralelogramos tienen centro 
netría, 


letría. 
triángulo isósceles tiene centro de 


que el valor de verdad de las siguientes 4. 


algún polígono regular que no у 


| 7. 
VEVE C) VFFF 
E) FVVF 
Ico calcular el mínimo valor de: 
з! (AB + ED)? + (BE)? = K? 
р 
С E 
E525! 


GEOMETRÍA 


El simétrico del hexágono regular ABCDEF 
con respecto a la recta que contiene a la 
diagonal CE es el hexágono A'B'CD'EF. Si 
АВ = £, entoncesla longitud de AB es: 


A) 42 B) //з ©) NS 
D) 4V7 E) ¿/11 


Se tiene el rectángulo ABCD donde AB = 5 m 
y BC = 12 m. El rectángulo AB'CD' es el simé- 
trico del rectángulo ABCD con respecto a la 
recta AC. Calcule BD' (en m). 


116 117 118 
iEn зз “©з 
p 18 y 120 

13 13 


En un cuadrado ABCD de lado /TÓ u, se ubica 
M, punto medio de CD y se construye el 
cuadrado AB'CD' simétrico del primero con 
relación a AM. Calcule D'C (en u) 


1 Уз y2 
DE BM Gs 
D) /2 E) 3 


Indique el valor de verdad de las siguientes 

proposiciones: 

1. Sea T la unión de un cuadrilátero у su 
interior. Si una recta que contiene a dos 
vértices opuestos es un eje de simetría del 
cuadrilátero, entonces T es un conjunto 
convexo. 

П. Si un polígono esta inscrito y circunscrito 
a la vez a circunferencias concéntricas, 
entonces el polígono es regular. 

Ш. Todo polígono regular tiene centro de 
simetría. 

IV. El cuadrado tiene dos ejes de simetría. 


A) VVVF 
D) FVFF 


B) VVFF С) ЕРУУ 


E)FVVV 


8. 


9. 


10. 


11. 


ABCDEF es un hexágono regular de 10 и de 
lado y BF ^ AE = {М}, CE ^ BD = (N). Si 
A'B'CID'EF' es el simétrico de ABCDEF con 
respecto a MN, halle ВВ'. 


^)1042- J8 B) 10/2+ /3 


С)45 


E) 52+ 4/3 


Indicar el valor de verdad de las siguientes 

proposiciones: 

1. Elrectángulo tiene 3 ejes de simetría. 

П. El paralelogramo tiene centro de simetría. 

III. La circunferencia tiene infinitos ejes de 
simetría. 


D) 20 


А) УУУ 
D) FFV 


В) VFV C)FVF 


E)FVV 


ABC es un triángulo isósceles, AB = BC = 6, 
m ВАС = 75. BCA' es el triángulo simétrico 
de BCA respecto a la recta BC. Calcular la 
medida del segmento que une los puntos 
medios de AC y AC. 


A)3 
3/2 
Юу" 


B) 2,5 C) 3,5 


E) УЗ 


Indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 

1. Todorectángulo tiene 2 ejes de simetría. 
П. Si el cuadrilátero convexo tiene un eje de 
simetría, entonces el cuadrilátero es un 
paralelogramo. 

Еп ип polígono, la intersección de sus ejes 
de simetría es el centro de simetría del 


polígono. 


ш. 


A)VVF 
D)FVV 


B)VFF C) VFV 


E)FVF 


12. 


13. 


14. 


15. 


MATEMÁTICAS II. 


La longitud del arco de un sector circular 
60°, es a. Calcule la longitud de la circunfi 


rencia inscrita en dicho sector. ude AF ù FD u DE U ÉB 


А)а в)2а C) 3a © 
За 5а 
За в) 5а 

DE Б 


Еп ип triángulo ABC se cumple que АВ 
= 10cm y AC = 12 cm. Encuentre la оп! 
en cm, de la circunferencia que pasa por 
puntos A y C, sabiendo que los lados АЙ y 
son tangentes a dicha circunferencia, 


A) 5n B) 10x С) 15л me gis 

D) 207 E) 251 3 3 
х 

En un ángulo cuya medida es 60° se inscil E) 3+5 


dofcircunferencias tangentes exteriores, Ñ 
cular la longitud de la circunferencia пу 
si Ja longitud de la circunferencia menuli 
1cm. 


C)4cm 
E)6cm 


А)2ст 
D)5cm 


B)3cm 


OR 
Еп la figura mostrada, el triángulo equilili 2 
ABC está inscrito en una circunferenció. 
puntos M, N y P son puntos medios d 
lados del triángulo. Haciendo centro en 
vértice y con radio la mitad del ladi 
triángulo equilátero se dibujan arcot 
radio de la circunferencia mide R unl 
entonces el perímetro (en u) de la 
sombreada es: 


x 
E) t 
E 


iguiente: 
arios. 


a mostrada A y E son los centros de 
05 BE y DE Si AB=2, calcule la longitud 


ncia entre los centros de dos circun- 
ls de radio R es R. Entonces, la 
@ del menor arco que se forma con la 
són de las dos circunferencias es: 


centrales de una circunferencia 


encia de los arcos que subtienden 


¡ón entre la medida de los ángulos 


^) xi 
В em) la longitud del radio de la 

B) Ro ncia 
©) 2203. ) 

3 ) 3+0) 742 
lads n) n(4-1) 2л(4-т) 

4 I к) 24m 
E) л 3 2n(4-1) 


GEOMETRÍA 


19. En una circunferencia de radio R. Halle la 


longitud del arco capaz de los ángulos de 
22,50. 


72R 716 776 
А) —— B)—— = 
2 ш 3 9 6 
7zR 776 
D)— 
0-5 E) 4 


20. ABCD es un cuadrado cuyo lado mide 1 m. 
Haciendo centro en A y C se trazan arcos 
cuyos radios son congruentes con el lado del 
cuadrado. La diagonal AC es interceptada por 
los arcos en P y Q. Hallar el perímetro del 
triángulo mixtilíneo PBQ (en m). 


2-427 B)2+42+5 Q2«42-5 


т 


z 
0)2-42-7 E)2-4247 


21. Еп unasemicircunferencia # de diámetro AB 
y centro O, se ubican los puntos P en OB y Q 


enelarco АВ tal que mZBPQ = 90. Con cen- 
tro en О y radio QP, se dibuja un arco que 


intercepta al arco AB en los punto M y T. Si 
MT A PO = {F} y FP = £ unidades, entonces 


lalongitud (en u) de QF es: 
£ РД 
А) ғ z T 
) B3 [o] 3 
a t 
D) 5 E) 3 


22. Un triángulo ABC, obtuso en A está inscrito 


en una circunferencia, BC — 12u, AC — 5u, la 
proyección de AC sobre AB mide 3u. Halle la 


longitud de la circunferencia. 
А) 4,57 В) 157 С) 16л 
0) 7,5л E) 18л 


527 Е 


23. 


24, 


25. 


ABCDEF es un hexágono regular de longitud 
de lado a el hexágono ABC'D'E'F' es simétrico 
del primer hexágono respecto a AB. 

СА ^ EF = {Q}. Calcule el perimetro del 
triángulo CQE'. 


FONS в) 46-43) 


[9] 56 +243) 


D) 5(9+3/3) E) $6545) 


Se trazan dos circunferencias secantes de igual 
radio, de tal manera que el centro de una 
pertenece a la otra. Ubicando como centros los 
puntos de intersección se trazan 2 circunferen- 
cias también de igual radio que los anteriores. 
Calcule la longitud de total de los arcos de 
circunferencia exteriores que resultan. Si su 
radio mide R. S 


107 


5т 75 
Ha 7х с) 19x 
юк BR ER 
ln 16r 
0) > AR 
TR B^ 


En la figura, AB es el lado del hexágono 
regular inscrito en una circunferencia de 
centro O. El diámetro CD es perpendicular a 
AB y Des punto de tangencia, EF = 3r. 


Determine el valorde СЁ. .(1=3,14) 
a 


1 E B F 
nunt E eL SS 
i 
85 J 
o1 Ww. 
3 
Dj 


E 
ю 


28. 


. Diga el valor de verdad de las siguio 
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un cuadrilátero convexo, O un 32. En el gráfico adjunto, KLMN es un cuadrado 


de lado “£”, de cada vértice se trazan arcos 


congruentes de radio £, calcular el perímetro 


gulo PBH. Halle la longitud del arco que s 
dela figura sombreada. 


tiende el segmento HP 
A лүз+уз в) лү2+ уз Imétrico del cuadrilátero ABCD, con A) 2n£ 
6 3 eto al punto O, siempre estará en el B) İng 
су 52-8 3 
8 925; 
в EE poner el cuadrilátero simétrico 3 
T 


proposiciones: 
D «Un polígono regular де n lados, ti 
ejes de simetría. 


Indicar el valor de verdad de las siguientes 


ID Un polígono regular de n lados, B) VFV CE proposiciones: 
centro de simetría. E) FEV 1. ABCD es un cuadrado de centro О, 
Ш) Dos figuras congruentes, siempiw. entonces el simétrico de dicho cuadrado 
simétricos. respecto de O es CDAB. 
cuadrado cuyo lado mide £, y su П. ABCD es un cuadrado de diagonal BD, 
A)WE B) FEV C) FFF be. entonces el simétrico de dicho cuadrado 
So ) E) VER п respecto a D es A'B'CD. Si N е respecto de BD es CBAD. 


Ш. ABCD es un cuadrado de diagonal BD y de 

En laf —QM—— centro O, entonces el simétrico respecto 
ара de BD y luego, respecto de O es АСВ. 

А), Пуш 


t руш 


B)IyII С) Пуш 


EI 


34. Dos rectángulos simétricos ABCD y AB'CD' 

b BUS tegular ABCDEFGH, se ubica cuyos lados miden AB = 4 y BC = 6 respecti- 
) gt vamente. Halle BD. 
que BD = DM, hallemZ MBD. 
С) ЗлК 
9 
TOR yB pB g2 
3 B)65 ©)70 1з 28 13 

DL E)75 D) V13 E) isa 


35. 


36. 


37. 


Se tiene una región limitada por las semicir- 
cunferencias AB, AO y OB, tal que O es el 
punto medio deAB; АО y OB seencuentran 


en diferentes semiplanos. Si AB = 12 u, en- 


toncesel perímetro de la región es: 


A) 127 
р) 147 


В) 15л C) 10r 


E) 8л 


ABCDEE es un hexágono regular cuyo lado 
mide a. Las semicircunferencias, cuyos diá- 
metros son los lados del hexágono, determi- 


nan la región sombreada. Halle su perímetro. 


B 
Ara () 
В) 2ла AS A 
¿Y Җ So 
р) Зла 0) 
Е) 4ra 


En la figura mostrada ABCD, es un cuadrado 
de lado a, M y N son puntos de tangencía. 
Hallar la longitud del arco PQ. 


39. 


40. 


41. 


38. En un sector circular AOB cuyo ángulo t 
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dángulo ABC: АВ = 1u, BC = /3u y 


п. Con centros en A y C se trazan los 


tral mide 60, se inscribe una circunferen 


Si OB = OA = £, calcular la longitud de i 
[фе circunferencia BQ y BP (A-P-Q-C). 


circunferencia inscrita. 
ses la suma de las longitudes (en и) de 
ni af с 2x! 
A B) ЧГ c3 05 BQ, BP y el segmento PQ es: 
ELT 
D) zé 9-7 УЗ + 2х +63 - 6) 


Dado un cuadrado ABCD, de lado a, se tri 
arco BD con centro en A y radio de longity 
Hallarla longitud dela circunferencia conci 
enCD, tangentealarco BDy allado BC en C. 


V3. 3/6 - 2) 
t2-« 2/6 -1) 


xavi JZ + 2V3 + 2л) 


л ла 
Юа; Bre 0 L 
y2- 2-0) 


E) na 


ray6 
DE 


En una semicircunferencia de diámetro! ito ABC se traza la altur& BH tal 


centro O, se dibuja una circunferencia de! ИВС = 2m.Z ABH, se construye CA'B' 


tro O,, tangente al arco AB en el punto C 0 de ABC respecto a una recta L 


co AC es menor que el arco BC) y tango Их. са 
AB; luego se traza CH 1 AB (Н en АЙ 4 

Ов = 2CH y OO, = 4u, entonces la loi Miele Pcr. 
delarco BC es: 


e в 30 C)45 


A)4n E)90 


D)7n 


В)5л С) бл 


E) 8x 


En un cuadrado su lado mide £ unida E gono regular ABCDEFGH cuyo 
£ 


trazan con centro en cada vértice y coll 2V4- 243 u Y sea A'BCDEFG'H' 


£ unidades еп cada vértice del cuad 
londiente octógono simétrico con 


cuatro arcos de circunferencia que Al 
Calcule FG'. 


ceptarse determinan un cuadriláterd 
líneo. Entonces el perímetro (en 
cuadrilátero es: 


в) 2/8642 


В) лё 


E) 2410+6/2 


46. 


GEOMETRÍA 


45. Enla figura mostrada ABCD, es un cuadrado 


de perímetro p. Los arcos ВЕР , BED y АС 
tienen centros en los puntos A, C y D respec- 


tivamente. Entonces la suma de las longitu- 
desde ÉD, EF y FD es: 


b с 


А р 
aZe в) 5лР Srp 
ag y 12 с 36 
5; 
D E) xp 


En la figura adjunta, AC y BD son diámetros 
de la circunferencia. Halle el perímetro de la 
figura sombreada, si los arcos tienen como 


centros los er B,C,DyAC = 2R 


R^ 
е9 


55 — mans AR 
D)8Rx E) 12Rr 


47. En una semicircunferencia de diámetro AB y 
centro О, se traza un centro en A, un arco que 
pasa por el punto О y que interseca a la semi- 
circunferencia en C. Si AB = 6 cm, entonces la 


longitud (en cm) de la circunferencia tan- 


gente a OB, al arco OC y BC es: 


Уз E 


A) EX B) ro 


C) 2n 


343 


D) зт E) 


En un cuadrante está inscrito una circunfe- 
rencia, calcular la relación entre la longitud 
de la circunferencia y la longitud del 


cuadrante. 


А) Y2-1 
D) 2(42-1) 


B) 4 ©) 42«1 


E) 4(2 -1) 


MATEMÁTICAS II 


49. En una circunferencia #, está inscil 
triángulo rectángulo ABC, las longitudi 
las flechas relativos a los catetos miden Й 
Calcule la longitud de la circuníei 
inscrita en el triángulo ABC. 
B) 2n 


A) 4n C) 3n 


D) бт E) Van 


). Si AB // РО, AC = 2R; P y О son puni 
tangencia, calcular la longitud del arco 


Ihlezca una figura que sea tomada como patrón de comparación, es decir, la medida de una 
solamente las veces que ésta contiene a la figura patrón, a esta figura patrón se le conoce 
М de medida y para el caso específico del área es común usar la superficie de un cuadrado 


leramos el metro, como unidad de longitud, entonces la unidad de superficie es el metro 
es la superficie de un cuadrado de 1 metro de lado, la notación usada para expresar el 


Че una superficie es la medida de la misma en unidades de área, tal medida, como se ha 
б, Indica el resultado de la comparación de la superficie con la unidad de área. 

ll ве dice que un terreno tiene 26m' de área, quiere decirse que su superficie contiene 26 
I metro cuadrado. 

npítulo se indicarán algunos modos prácticos (fórmulas y propiedades) que se usan para 
iron, al observarlas usted notará que el área no se calcula de un modo directo sino que 
plicación de dos longitudes, si éstas están expresadas en metros entonces el área estará 
Il metros cuadrados, si en centímetros, el área en centímetros cuadrados. 

io de regiones poligonales se denotará el área con una letra A o S mayúscula seguida de la 
il polígono en subíndice, así para indicar que el área de un rectángulo ABCD es 24 metros 
usará la siguiente notación: 


А лвср = 24m? 


equivalentes son aquellas que tienen la misma área independientemente de su 
no confundirlas con figuras congruentes, es claro que dos figuras congruentes serán 
lentes, pero dos figuras pueden ser equivalentes sin ser congruentes. 

los conceptos que han sido tratados se han establecido fórmulas que se usan para el 
li de las diferentes figuras geométricas, así también se han demostrado propiedades que 
¡relacionar las áreas de dos figuras geométricas distintas. 

ción se detallan algunas de estas fórmulas y propiedades, en este capítulo sólo se 
illas que tienen relación con el triángulo. 
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ACA (геа de un triángulo es igual a la mitad del producto de dos de sus lados y el seno del ángulo 
os ò 


Teorema 


El área de un triángulo es igual a la mitad del producto de la base, (un lado cualquier 
triángulo) y la altura, (aquella que es relativa a ese lado). 


lede calcular el área de un triángulo como la mitad del producto de; la base, una ceviana 
Iva a esta y el seno del ángulo que estas líneas determinen. 


BD : Ceviana relativa a la base 


Se cumple: 


1) En el caso de un triángulo rectángulo, al considerar un cateto como base el otro resulta 


la altura, por ello el área se calcula como la mitad del producto de catetos. ва de un triángulo es igual al producto del semiperímetro y el radio de la circunferencia 


A пок 

АВ y BC : Catetos 
a Se cumple: 
B b c 


2) En el caso de un triángulo equilátero, el área es igual a la cuarta parte del produci 


r: inradío de ААВС 
p: semiperímetro del AABC 
_а+Ь+с 


И 2 


cuadrado de su lado y la raíz cuadrada de tres. 


ja de un triángulo es igual a la raíz cuadrada del producto del semiperímetro y las 
| entre este y cada uno de los lados 


ABC: Triángulo equilátero 


B 
Se cumple: c р: semiperímetro de AABC 
y 4 \ psrb*e 
2 
" 24 


9 
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Teorema 
El área de un triángulo es igual al producto del radio de una de las circunferencias ex - inscrita 


triángulo y la diferencia entre el semiperímetro y el lado al que es relativa la circunferencia. mación se muestra un triángulo rectángulo y las circunferencias inscrita y ex-inscritas. 


r, : ex — radio del AABC relativo a BC 


p : semiperímetro del AABC 


_a+b+e 
AE 


En el gráfico: 
е : Inradio del ЛАВС 
r, y т. : Exradios relativos a los catetos 


ть :Exradio relativo a la hipotenusa 
Туф : Puntos de tangencia 


Se cumple: 


Б NOTA 
| Sean rẹ ть y г, los ex-radios del triángulo ABC relativos а los lados de medidas a, b y 
| respectivamente y rel inradio. 
| Se tendría: Алас =(р-а)г, ;  Aapc-(p-b)ry 

Алвс=(р- т, ; A gc Pr 


Multiplicando: СА двс)“ = p(p - aY(p- b)(p-e) г.г, . ry -Te 


asc GS rs, c 


'as de dos triángulos de igual base son entre sí como sus alturas. 


| Además también se deduce: Sean S, y S,: Áreas de los triángulos. 


Teorema 


El área de un triángulo es igual al cociente entre el producto de sus lados y el cuádruplo del Д 
dela circunferencia circunscrita. 


de dos triángulos de igual altura son entre sí como sus bases. 
В: circunradio del ААВС 
Sean S, y S;: Áreas de los triángulos. 
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Corolario : 
+ Опа ceviana relativa a un lado divide a éste en dos segmentos y al triángulo en dos triángul | base media de un triángulo divide a éste en dos partes, tal que una de ellas es equivalente al 
parciales y se cumple que las áreas de dichos triángulos parciales son entre sí como los segmenl fia otra. 
determinados. 


a 


BD : Ceviana del AABC 


E 


Sean S, y 5: Áreas de los triángulos 


| área del triángulo menor 


+ Una mediana divide al triángulo en otros dos de igual área 


Bb : Mediana del AABC 


as de dos triángulos; en que un ángulo de uno es igual a un ángulo del otro ,están en la 
lación que los productos de los lados que comprenden ese ángulo. 


S, y 5: Áreas de los triángulos 


A y B: áreas de los triángulos 


pi 
Y 


le dos triángulos en que un ángulo de uno es suplementario con un ángulo del otro, están 
¡relación que los productos de los lados que comprenden esos ángulos. 


а +0 = 180° 


A y B: áreas de los triángulos 


En el gráfico: 
G: Baricentro del AABC 
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Sean a, b, c y p las longitudes de los lados y el semiperímetro de la región 
triangular en lo convencional. 


Teorema 
Las áreas de dos triángulos semejantes son entre sí como los cuadrados de dos elementi 


homólogos cualesquiera. 
Luego: S=pr 
A y B: áreas de los triángulos También: S=(p-a)r, 


S-(p-b)r, 
S-(p- or, 


Multiplicando: = 8% = р(р-а)(р-Ь)(р-с)гт, гыг, sr 


Pero, por fórmula de Herón: 
S- Jp(p- aY(p- b)(p- c) 
= S? = p(p-a)(p- bY(p - c) 
(D) en (0: S!ES'tE ir. 
“BD :Ceviana del AABC = 52 =rr, mr. 


Q  :Puntode BD $e Sed Ends 


S, y S, : Áreas de los triángulos 


En la figura, el área de la región triangular ABC es S, mZ B = 0 y B Q y T son 
puntos de tangencia, entonces: 


BD  :Mediana del AABC 
Q : Punto de BD 
S, y Sa : Áreas de los triángulos 
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JVERCICIOS DE APLICACION 


DEMOSTRACIÓN: 
сше el valor de x, si el triángulo limita 5. Calcule el valor de x, si el circunradio mi- 
na región de 50 cm. йезеп. 


6. Calcule el área de la región triangular 
ABD. Si la región triangular ABC tiene 


| 

| 

| 

área igual а 28 m^. | 
B | 

| 

| 

| 


Sea p el semiperímetro del A ABC, 


2m + 2n + 2rcot| 2) 


эр= 2 


el área de región triangular es 2202, 


0 
= t| S 
> mhija E ule el valor de x. 


Ahora, por la fórmula de Herón. 


S = /р(р-АВ)(р -ВС)(р- AC) 


>S= aX v) rear 2) 


— S? - (pr)mn (5 


7. Si M, N,y P son puntos medios de cada 
lado del triángulo ABC; calcule S si: 


Sanc = 253202. 


Pero: S-pr ID) 
Reemplazando (II) en (0: 


= 58? -s-m.co(3) 
8. Calcule el área de una región triangular, 
cuyos lados miden 4, 13 y 15. 
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а 


= um A Se traza: BL//PQ > MN // BL 


Como “G” es baricentro (AM y СМ son medianas); entonces: 
CG =2(GN) 9 CG=6 y GN -3 
AG=2(GM) > AG=8 y СМ = 4 


Como MN es base media del ABLC y PQ es base media del AABL; entonces: 


ABLC: Азу, = 3) = 3x 


En el ACGA: 10° = 6? + 8'— mZCGA = 90° ЛАВІ: Авро, = 3(5) = 15 
лос - DO „э 


Dato: Anc =36 


5+15+x+3x=36 


Por propiedad: mZABC=90* 

Ahora se observa que el AABC es notable de 37° y 53° 
BC = 6f ; AB = 86 

Por ángulo semi- inscrito: 
тАВ=74° y mBC- 106 

Por ángulo inscrito: 
mZP = 37 y mZQ = 53° 

Ahora se traza: PH L AB y QL 1 BC ; se deduce: 
AAPB: АН = НВ = 4/ — РН = 12f 


ДАВОС: BL = 1С = 3/ — QL = 66 


Ara 
Asoc = 


US 


AL. 


Graficando e indicando los datos correspondientes 
Piden: Aic 


UE sm © 


Ahora se observa que las áreas de las regiones triangulares AIB, BIC у CIA son 
proporcionales a: 5, 7 y 6 respectivamente (por tener las alturas relativas a dichos 
lados de igual longitud) 


Ahora: Альс 7188. у Алс =65 
Por fórmula de Herón: 


5+6 
puce S367 „ө 


Ane = VIO - 5(9 —7)(9 - 6) = 6/6 


185 = 6/6 


x6 
3 
Anc = 65 


S= 


Алс 7 26 


AS Il 
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Resolución: 


Se pide: "S2/ Si 


Se pide: Ano =S 


Dato: AB=CD=5 y AD=12 


AADC: Teorema de Pitágoras Dato: mn = 12 


AC = 13 En “В” se deduce: mZEBD = 60° 


AADC: Teorema de Poncelet 


Sea: EB=a y BD=b 


m 5+12=13+2г >r=2 


Ahora se observa: Luego por fórmula trigonométrica: 


ib ab/3 
ELA = 8233, 
S 5 2 sen60* 4 
- eum. 5 EABD es un cuadrilátero inscrito; entonces; 


a mZA = mZBDC = a 


+ Ahora: ЛАВЕ ~ ADBC 


ES 
n 


GEOMETRÍA 


ución: 
Resoiución: 
y 
Se pide: 
Datos: 
k E $5 
Aus = JE Piden: CE 
я = 0; entonces: > 

Sea: mZBAN = 0; en * Como: 280 = 3ВР > ВО = За y ВР = 2a 

mZANM = a + 0 = mZNMA 

(ABCM) Sea: mZNAC = а y méNCA = 0 
mZC - 0 
# En el AANC: а 0-6 


Como ABC es equilátero: 
mZBAN = 0 y mZBCN = a 


También los triángulos AMN y NLC son equiláteros, entonces: 
mZMAP = a y mZLCQ = 0 


Ahora: APBC = AQCA (А ~ L- A) 
PB = QC = 2a, BC = 5a = AB — AC 
у. 


En AC se ubica el punto D, tal que АР = 3a y CD = 2a, luego: 
АМАР = АМАР — Ayan =$; 


ANCD=ALCQ > Ако =, 


Finalmente por propiedad en el AANC: 


SES y Sa 
S 2 3 


y 


Resolución: 


Resolución: 
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Graficando e indicando en el los datos; se concluye que: Dado que b es constante, el área será la mayor posible, si el seno de о toma su 


mayor valor posible, o sea 1 y esto ocurre cuando a mide 90°. 


AB=BD=a y AM=MC=4 


Luego, si: а= 90 


Entonces: 


Se pide: Arpa =8 
Рог fórmula fundamental: 


ba 
== eee) € 
ы 2 


Зе traza la mediana BM del AABC; se sabe que: 
^ BM-AM-MC-4 
ABMC: teorema de Stewart. 
22 = (4) -ab > ab = 12 


En (1): 


Se pide: Aso =X 


Se pide “х” Como T es punto de tangencia; entonces: 
Dato: El área “А” debe ser la mayor posible. OTLBL y OT-R-6 
Luego se traza: — TH.LAB y TQLAD 
ABTA (Isóscele): ВН = НА =а y TQ-a 
BA = BC = 2а 
Se sabe que: OTLD: Cuadrilátero inscriptible 


mZTOD = mZBLC = 6 
553 
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AOQT - ALCB: 


Finalmente, por fórmula fundamental: 
,-.0X9 a2) 
2 2 


Graficando е indicando en los datos correspondientes se obtiene: 


Sean a, b y c loslados y r el inradio. 


Se pide: perímetro del triángulo 
Se sabe: т=з 
гь ч Se pide: Aasep = S; +55 
- LL fe г. * TaTb Dato: $,.$,-48 
T Bt n.r 
Reemplazando el dato se obtiene: camo: a+ В = 180° 
s é 4 " 
E Dr, | г S, _(За)(2! 
a Tbe Entonces: 5, 7 Оа 
Fa -Tp -fe =25г | 5, -35, 
Multiplicando por “г” ambos miembros 
En el dato: $,.8,-48 


т.т. ту-т,=25г® 
38,.8,-48 > 5,=4 


Extrayendo raíz cuadrada 
"HEURES Luego: Anno 7 S; * Sa. 
г isis. aida 
As, =r Авар = 35+5; 
Por fórmula: A, = рг ; entonces: Алвср = 4S3 = 404) 


pr=5r > p-5 


2 2p=10 


SS E 554 ra a ИИ 


UALRODO Е GEOMETRI 


- Según el gráfico, calcular AC / MN, si 2(LM) = 3(LC) 


MATEMÁTICAS Il 


Calcule el área de la región sombreada, si QT = 6, ABCD es un cuadrado 
es punto de tangencia. b : 


_ 


Resolución: 


Sea: MQ=a y QC=b Piden: AC / MN 


Se pide: Apc =х == es) De los triángulos: АМР BNM y NCP se deduce que: 


mZA = mZB = тС = 60° y 
Se traza DL y DH 1 QC ; se deduce: 
mZMLD = 90° y DH = LQ 


- a +p = 120° 


En el triángulo MNP: 


| Ahora: ABQC = ACHD 
QC-HD-b-QL 


mZM = mZN = mZP = 60° 
MN-NP-PM-b 


Teorema de la tangente: 


6 - ab-36 
Como Mb. CL , Aune _ Асир 5 
РА ГЭМ) э 13 
En (1): х 
| Амир 3S 
| eds Асур =25 
557 5 


MATEMÁTICAS И 


Ahora se observa que: AMBN = ANCP = АРАМ Del gráfico se observa que: 
L(ACKBH) _ 
Apam = Амву = Амор = 25 Sanc == p.r 


Como ЛАВС ~ AMNP; entonces: Reemplazando: 


5 Se tiene un cuadrado ABCD cuyo lado mide 3, se traza una circunferencia en 


PEL 


interior la cual es tangente s АР: además su radio mide. do 


Resolución: Piden: r 


Sea AC = b; del dato: AB + BC = 3b 


Sean P y Q los puntos de tangencia con AB y AD; luego se deduce: 
AP=AQ=1 yQD=2=DN 


= 


Ahora se observa que А ООР es notable de 53*/2. (DQ = 2(0Q)); además OD 
es bisectriz del / ОРМ (Ny Озоп puntos de tangencia); entonces: 
mZ NDc = 37° 


Finalmente por la fórmula trigonométrica: 
2x3 sen 37 


Resolución: 


Del gráfico se observa: 
* CAD=AT=r 


* CT-CE-R > TE-R/2 
E тг ATD = mz СТЕ = 45° ^ mz DTE = 90° 


Luego: 


S, = (AT)(TC) =г.В......! (Propiedad) 


„6а, 


> тр =гу2 


MATEMÁTICAS И 


Calcular el área de la región limitada por un h 
DE=2;BF=6yAF=4 


equilátero ABCDEF sl АВ 


Piden: S 


Luego de graficar prolonguemos los lados AB, CD y EF y se observarán a 4 
triángulos equiláteros, luego se deduce: 


*.— AP=PF=4 y ER=DR=2 
*  AQ-PR-12 >BQ=0QC=6 


Ahora el área S lo calcularemos del siguiente modo: 


А S = Spon - Spar — вос ~ Sper 


ABC, la circunferencia inscrita es tangentea AB y АС en Ty 
la circunferencia ex — inscrita relativa a BC es tangente a la 
si (AT) (CP) = 36; además A, M, C y P forman una 
;; calcular el área de la región triangular ABC 


* 


MATEMÁTICAS II 


Resolución: ^ Sean los lados del triángulo ABC: 
AB-cBC-ayAC-b 
Luego se deduce por propiedad; 
AT = АМ =р-а;МС =р-с,АР=р y CP=p-b. 


Datos: 

* (АТ) (CP) = 36 > (p-a)(p-b) = 36 

* Como A, M, C y P forman una cuaterna armónica entonces: 
(р-а) (p-b) =(р-с)р 


Ahora por la fórmula de Herón: 
S-pp- а)(р —Б)(р - с) = 4/(36)(36) 
4$-236 


Calcular el área de la región triangular 


i 
9 
| 36 n 5 


"uar el área de la región triangular 
si TP = 8 y T es punto de tangencia. 


= 8; 
+ CD. Calcular el área de la 
| sombreada. 


GEOMETRÍA 


Si AB = BC = 4 y AM = 2, calcule el área 
de la región sombreada. 


AM о N 
А) 28/5 /5 B)21/5/4 0) 1445 /3 
р) 28 V5 /3 E) 14 45 /5 
En el gráfico mostrado, ABCD es un 
cuadrado. Si la región sombreada tiene 


como árealos 3/8 del área del cuadrado, 
calcular "0", además T es punto de 


tangencia. 

y | 

А р 
Еп la figura, calcular el área de la región 
triangular ABC (M, N y T son puntos de 


А) 2ab B) VŽab С) V6ab 


ab a?+ b? 
За Barb. 


En ип triángulo rectángulo ABC recto en 
B, se trazan la mediana BM y la bisectriz 
interior BN. Calcule el área de la región 
triangular MBN, si AB = бету BC = 4cm. 


А) 1,2 cm? В) 1,4 cm? C) 1,5 cm? 
D) 1,6 cm? E) 1,8 cm? 


12. 


Sid 
En el gráfico mostrado, calcular 2 . 
Sa 


(T: punto de tangencia) 


Calcular el área S de la región sombreada. 


A) 36 
B) 56 
© 62 
р) 72 
E) 87 


рыч 


En la figura, ABCD es un cuadrado si 
MT = 2и y TN = Зи, calcule el área de la 
región sombreada. (T es punto de 
tangencia) 


A) 124 " K T 
B) 9u? 

C) 180° N 
D) 15u? 

E) 304% A D 


En el gráfico ABCD es un cuadrado. 
Calcule el área de la región sombreada, si 
AP = 2cm y PD = 3cm. 


A) 3,2cm? B ? 


B) 3,4cm? 
C) 35cm? 
D) 3,6cm’ 


13. 


14. 


15. 


16. 


Según el gráfico, R 
Calcule el área de la región sombreada. 
A) 204 
B) 30u 
c) 36w 
D) 40м? 
E) 50w? 


En un cuadrado ABCD, tomando conil 
diámetro a AD, se traza interiormente ul 
semicircunferencia, luego se traza Іа recl 
tangente BT a dicha semicircunferencl 

T 


siendo T punto de tangencia y AD 
calcular el área de la región BCT. 


AJ 60 
D) 30 


B) 40 C) 80 


E) 40 2 


Calcular el área de la región triangul 
6 y ABCD es un cuadrado, 


AHD, si Q' 


A) 20 
B) 18 
с) 42 
D) 28 
E) 36 


Calcular la razón entre las áreas de 
regiones sombreadas, si S(TH) = 
(Т: punto de tangencia) 


А) 3/2 
B) 2 
с) 5/3 
D) 5/2 
E 3 


J 


= 5и y PL = бщ 


alcular el área de la región sombreada si: 
30° y BH = 6. 


643 
12 
9/3 
10 
8 A H © 


1 la figura mostrada T, P y Q son puntos 
le tangencia y AO — 6. Calcular el área 
[ da región sombreada, 


| 13,5 
| 120 
115,2 
| 165 
18,0 


! gráfico: AP = BC; AN = 8. Calcular 
\геа de la región sombreada. 


B 


^ 


с 


В) 30 С) 36 


E) 64 


ira: AB = 4. Calcular el área de la 
triangular ABC. 


с 


В) 46/3 +1) 0)2/3 +1) 


E)3342 


GEOMETRIA 


21. Eláreadeuna región triangular ABC es 


14; AB = 7 y BC = 5; calcular la altura 


relativa a AC 
БЕРД B) 242 © Ap 
D) 4 E)3 


22. Calcular el área de la región sombreada si 
OT = 3 y AO = 1 (T: punto de tangencia) 


Aly ч 
B 


о T 


А) 22,5 
D) 17,5 


B) 40 C) 20 


E) 30 


23. Sii mZC = 37; BQ = 12 y QA = З además 
T es punto de tangencia; calcular el área 
de la región sombreada. 

B 


А) 34 
D) 54 


В) 36 C) 48 


E) 42 


24. Si: AB = 13 y AC = 12; calcular la razón 


entre las áreas de las regiones sombreadas 
(T: punto de tangencia) 


02 
E) 3,2 


A tege e: 


25. 


26. 


27. 


28. 


NEU 


Se tiene un triángulo ABC; se trazan 
las alturas AM y CN; si MN = 4 
mZABC = 45°, calcular el área de la 
región triangular MON, siendo O el punto 
medio de АС 


с) 4/2 
E) 2 


A)6 B)4 


D)8 


Según el gráfico PC = 3BP y AQ = QC. 
Calcule la razón entre el área de la región 
sombreada y el área de la región 
triangular ABC. 


B 
p 
A Q © 
А) 3/70 В) 5/70 €) 7/90 
D) 7/120 E) 3/40 


Si ABCD es un paralelogramo; РС= 5 y 
CD = 4; T y B son puntos de tangencia, 
caleular la razón entre las áreas de las 
regiones sombreadas. 


В c 
A Y D 

А) 5/4 B) 5/2 с) 27/4 

0)5 86 


Si: MN = 8 y NB = 6; calcular el área de 
la región sombreada. 


А 

o N B 
A) 42,6 B) 45,5 ©) 32,5 
D) 49,2 E) 52,5 


31. 


32. 


p PRE 


MATEMÁTICAS II 


la razón entre las áreas de las 
s sombreadas, si CD = 2(AB) y A es 
le tangencia. 


Calcular el área de la región sombreail 
si: (OB)(ON) = 12u”, M y N son punt 


de tangencia. $3; 


c 


A 


Aed4aw В) 630 Оби 
D) 121? E) 1840 
B) /3/2 ©з 
Р А T 
Si ABCD y MNPQ son cuadrados; © 4 ra^ 


centro de MNPQ; AM = MB = 4, cali 
el área de la región sombreada. 


c 


C) 18 
E) 35 


А) 20 
D) 40 


B)15 


B)12 [or 


E) 3/2 
Calcular la razón de las áreas d 


regiones sombreadas, si AB — BC. lángulo ABC se traza la mediana 


AB? = k y mZBMA = 45°. 


2k 
^ Wer 
2 
D 
A) 43/3 B)1 © ) 
D) 1/3 E) MI оз lados de un triángulo rectángulo 


Ima exterior se trazan cuadrados; 

“área de la región que limita el 

lo que tiene por vértices los centros 

cuadrados, sabiendo que los 

le dicho triángulo suman 8. 
Y 


El área de un triángulo equilát 
7m; se trazan las cevianas interii 
y CD las cuales se cortan wii 
3(AD) = 3(BE) = AB; calcular el 
la región triangular AOC. 

B) 64 08 
E) 16 


A)3 B2 e 
D)4 "n 


37. El triángulo ABC es equilátero, 


GEOMETRÍA 

AP = 5, 

PC = 3; las circunferencias se encuentran 

inscritas en los respectivos triángulos, 

calcular la razón entre los radios de éstas. 
B, 


ыл, 


А 
А) 7/5 B) 5/2 C) 4/3 
D) 2/3 E) 4/5 
Se tiene ип triángulo АВС, la 


circunferencia inscrita es tangente a АВ y 
AC en T y M respectivamente, la 
circunferencia ex-inscrita relativa a BC es 
tangente a la prolongación AC en P Si 
(AT)(CP) = 36; además, A, M, C y P 
forman una cuaterna armónica; calcular el 
área de la región triangular ABC. 


А) 72 
D) 36 


B) 12 C) 48 


E) 52 


39. Se tiene un triángulo rectángulo ABC recto 


en B en el cual se traza la ceviana interior 
BD; sim4C=30;AD=8yCD = 2; calcular 
eláreadelaregión triangular ABD. 


A) 1043 
D) 6/3 


B) 16 с) 2/6 


E) 12/3 


Calcular el área de la región sombreada si: 
OP = 4;r— 3; PyTson puntos detangencia 


А)16 

В)12 T 
D)28 A 
E36 А DEE) 


41. 


42. 


^42 в 
B3 

С) 2,5 

D AP 
E) 2/2 P © 


Si Ty P son puntos de tangencia; AP = 10у 
PH — 2; calcular el área de la región 
sombreada 


Calcular x/ ysi: BD = DE, AE = EM, BM = 
MC y EF//AC 


A)8u* 
B)2u* 
oov 
D)1w 
E) 6и? 


Calcular el área de la región limitada por un 
triángulo rectángulo en el cual las medianas 


relativas alos catetos miden 23 y 3/2 


с 342 
E) 443 


A) 242 B) 4/2 


D) 2/3 


Si el área de la región triangular ABC mide 


60 u?, calcular el área de la región triangular 
MNL, siendo AM = ML, MN = NB y LC = 
2(NL) 


A)8 u’. 
B)12u*. 


46. 


47. 


49. 


50. 


MATEMÁTICAS II 


Si M, N y Tson puntos de tangencia; AC ^ 
AB = 5 y BM = 4; calcular el área de 
región triangular CBT. 
А) 245 
в) 3/6 
c) 842 
р) 7/3 
E) 247 


En la figura AT // BC, si AB = 5 u y BC = Ш 
Calcule el área de la región sombreada 


A)32ul. 
B)16w. 
©1212. 
рэ 241°. 
E) 200°. 


Еп la figura ОВ = Ар y (AE) (DC) = M4 
Calcule el área de la región sombreada 


21 
B)Lsu. 
O45w. 
D)6u*. 
E)3u*. 


Dado un triángulo cuyo inradio mide 
sabe que la circunferencia inscrita i 
па en uno de los lados, segmenti 
miden 6 y 8. Calcular el área de li 
correspondiente. 


C) M, 
E) tlf 
( 


A)80 
D)86 


B)82 


Enlafigura AP. PQ = 16. Calcular $, 


‚14084 y 22/7 = 3,14285. 


Año 
550AC 
2000AC 
1200А.С. 
300AC 
200AC. 
300 АС. 
263 А.С. 
500А.С. 
500 

600 

1220 
1596 
1706 
1766 
1855 
1882 
1947 
1957 
1961 
1967 
1987 
1995 


Entre su perímetro y su radio рег 


Antigiledad, los calculistas advirtieron que todos los círculos conservaban una estrecha 
¿Puede este vínculo ser considerado como un número 
Es decir: ¿Puede conocerse con exactitud esta relación, o debemos limitarnos a dar 
clones? Sólo desde el siglo XVII la relación se convirtió en un número y fue identificado con el 
Pi" (de periphereia, nombre que los griegos daban al perímetro de un círculo), pero largo fue el 
asta aceptar que Pi era un irracional, como infinita es la posibilidad de encontrarle un nuevo 


Evolución de Pi a través del tiempo 


Valor 

3 

3.1605 

3 

3.14163 

377/120 = 3.14166... 
raiz cuad. (10) 

157/50 = 3.14 
3.1415926<Pi<3.1415929 
3.1416 

raiz cuad. (10) 

3.141818 

35 decimales 

100 decimales 

Nombró a Pi irracional 
500 decimales 

Nombróa Pi trascendente 
808 decimales 

7.840 decimales 

100.000 decimales 
500.000 decimales 
100.000.000 decimales 
4.294.960.000 decimales 


reúne y desarrolla estos resultados. Muestra que el área de un círculo es el semiproducto de 
su circunferencia y que la relación de la circunferencia al diámetro está comprendida entre 


p>- 
Euclides 
200 A. C. 

Los Elementos 


GEOMETRÍA 


MATEMÁTICAS II 


“Área de la región limitada por un paralelogramo es igual al producto de la base y la altura. 


El área de un cuadrilátero es igual a la mitad del producto de sus diagonales y el seno 


ángulo que éstas determinan. 
c ABCD: Paralelogramo 


ABCD: Cuadrilátero convexo 


AC y BD: Diagonales 


): Romboide ABCD: Rombo 


ABCD: Cuadrilátero cóncavo 
AC y BD: Diagonales E 


А 


¡E 
2 AS 
ДШ al 


ABCD: Cuadrado 


El área de la región limitada por un trapecio es igual al producto de la semisuma de 
yla altura 


кые 


ABCD: Trapecio (BC // AD) 


REB 


A 


MATEMÁTICAS II [TORIAL RODO EEUU GEOMETRÍA 


Teorema: limitadas por un trapezoide 
El área de esta región es igual a la raíz cuadrada del producto de las diferencias enl 
semiperímetro de dicho cuadrilátero y las longitudes de cada uno de sus lados. (Fórmuli 


Bramagupta) 


Sy» Sz $з, S4: Áreas de las regiones 
sombreadas 


ABCD: Cuadrilátero inscrito o inscriptii 
Se cumple: 


Siendo: 


N y P: Puntos medios 
S: Área de la región sombreada 


Se cumple: 


Teorema: 
El área de un cuadrilátero circunscrito a una circunferencia es igual al produc 

semiperímetro y el inradio. N y P: Puntos medios 

S: Área de la región sombreada. 

ABCD: Cuadrilátero circunscrito 


= Se cumple: 
Siendo: y 
т: inradio del cuadrilátero ABCD 


p: semiperímetro del cuadrilátero АМ M, N, P y Q: Puntos medios 
S: Área de la región sombreada. 


Se cumple: 


E | 


Anaco = 28 = 4(8у +54) = (бу + 8 | 


Cuadrilátero bicéntrico: Se denomina así al cuadrilátero inscrito y circunscrito a circun 
cuyos centros no coinciden. 


Teorema: 


El área de esta región es igual a la raíz del producto de las longitudes de sus lados, ABCD: Cuadrilátero no convexo 


M, N, P y Q: Puntos medios 
S: Área de la región sombreada 


ABCD: Cuadrilátero bicentrico Se cumple: 


атата 


E 


En regiones limitadas por un trapecio 


B c 


MATEMÁTICAS И 


BC y AD : Bases del trapecio S, y S, : Áreas de las regiones sombreadas 


Se cumple: 


Se cumple: 


[sss] 


S, Sa Sy, Sy : Áreas de las regiones 
sombreadas 


BC y AD : Bases del trapecio 


Se cumple: 


N: Punto de BC 


Se cumple: 


BC y AD : Bases del trapecio 


N: Punto medio 
S: Área de la región sombreada. 


P: Punto interior del paralelogramo 


Se cumple: 


Se cumple: 


BC y AD : Bases del trapecio 
P y Q: Puntos medios 


Р: Punto exterior del paralelogramo 


Se cumple: 


Se cumple: 


MATEMÁTICAS II GEOMETRÍA 


TEOREMA: Las diagonales del cuadrilátero convexo ABCD se intersecan en el punto O y 
si+si=si+s? 
siendo S}, 5, S; y S4 las áreas de las regiones triangulares ABO, COD, BOC y 
AOD, respectivamente. 
Entonces, O es el punto medio de una diagonal. 


del círculo es igual al producto del valor de x y el cuadrado del radio. Recuérdese que л 
o trascendente cuyo valor es aproximadamente 3. 1416 


' 
e: A: área del círculo 


а comprendida entre dos circunferencias concéntricas es una Croma, circular . 


A: área de la corona 
a T: punto de contacto 
P 
—t— 


de un sector circular es igual a la razón entre la medida de su ángulo central y el 
na vuelta" multiplicada por el área del círculo al que corresponde. 


, 
Р 


DEMOSTRACIÓN: 


Ө: Medida del ángulo central 


Por dato: Si +52 


2452 (D 


A: área del sector circular. 
Por propiedad: S,.$, - $4.5, it и 


=> -25.5, =-25у.5, ....(I) 
Sumando (1) у (ID: 
= SÍ +SÍ -28,.5, 282 42 - 254.8, 
> (S, -5,)# = (S, -S* 
> 5-5, =5у-5, 
> S, +5, 2$, S, 
— BD.AO eng - BD.OC 


en O send 


. АО=ОС 


ODO _ E 5 GEOMETRÍA 


En la figura, el área de la región sombreada es S y AB, BC, AC son diámetros, 
entonces: 


БА мота 
Cada una de las partes de un círculo cortado por una recta que no pasa por el centri; 
denomina segmento circular 


1 Segment 


о 
| circular А B S: Área del segmento circular 
| S.C: Sector Circular 


A continuación se indica una serie de figuras geométricas cuyas áreas se calculan en (Щ 
indirecta, es decir sumando o restando otras áreas, o hallando una figura equivalente a ella. 


ZONA O FAJA CIRCULAR: Parte de un círculo comprendido entre dos cuerdas paralelas 


CAB // CD) 
в 
Zonaofaja circular 
с р 


TRAPECIO CIRCULAR: Parte de una corona circular, comprendida entre dos radios 


circunferencia mayor 
(Y — 


A а a B b b 


Sean BP = h y los radios menores a y b. 


Entonces, el radio mayor mide a + b. 


LÜNULA: Figura compuesta de dos arcos de círculo que se cortan con sus concavidades № pr. g matb? meh т? 
mismo lado. 50: AAA 
э$=шЬ „| (D 
Lúnula Lúnula Ahora, por relaciones métricas: 
h?=2a.2b 
h 
Propiedad Lünulas de = а= a 


| Hipócrates 
\ 
N 


Sean A, B y C: áreas de las 
sombreadas 


[eras 


Reemplazando (II) en (I): 


Si 578 


Calcule el mayor valor de с si el área de la 
región cuadrangular es 15u? 
С 


$5. Halleelárea de la región cuadrangular na 
convexa ABCD. Si M; N; P y Q son puntos 
medios de los lados. 


ABC es un triángulo, de baricentro б, calcular el área de la región 
paralelográmica AGPC, si Ас = 9 


Note que al graficar el paralelogramo AGPC; el punto P está en el exterior del 
AABC relativo a BC (necesariamente). 


2. Halleelárea de la región trapecial, si: 
(BC// AD) 


6. Calcule la longitud de la cuerda AB. 51 vl 


área de la corona circular es 1007 m^; M 
Mes punto de tangencia. 


Se pide: Аа 


Como С es baricentro del AABC: 
Адсс = Алвс = Anco =S 


А, =35=9 > S=3 
Rpta. 'ABC 


7. Calcule xen el sector circular. AGPC: Paralelogramo; entonces: 


Асьс = Адсс =S 


4. Si el área de la región cuadrangul 
те area Ce а regn cuacranguar eS 8^ Caleuleel área de la región sombready 
132m calcule la longitud del inradio (5\ +54) 


B c 


Resolución: 


Y GEOMETRÍA 


MATEMÁTICAS II 


Sean las áreas de las regiones sombreadas S}, S; y 53 : 


Sı 48548, -12 


Finalmente de: (I) + (П) + (Ш) 


ЗА двср = AS, +53 +53) 
12 


Anco 78 


Piden: "y 


ABCD: Paralelogramo 
Q:PuntodeBC 


En el problema; ABCD es un paralelogramo; entonces: 


Азвсо =S 


кке Datos: BC//AD 
Como AQPC es un trapecio (AQ // CP); entonces: 
BP-18 y PC-8 
Авс 782 pa 
Se traza AM 1 BP y DN 1 PC, como BC//AD se deduce: 


Pero ABCD es un paralelogramo; entonces: 


BM-MP-9yPN-NC-4 


= 583! ERE E OU 


MATEMÁTICAS II EDITORIA 


GEOMETRÍA 
ВОНР: Paralelogramo 


BP=QH=n,BQ=PH=m 


Por relaciones métricas en el AAPD: mZAPH = mZCQH = 45° 


h? = (9)(4) + h=6 Apos = Авоо = Agon = Анор =S 


Finalmente como ABCD es un trapecio Ahora se observa que: 


| BC4 AD AQHC: QH = HC = n 
| s-( Jr 
| 2 АРНА: РН = HA = m 
| s «(26213 mZBQH = mZAHC = 135° 
2 
АВОН = AAHC (L-A - L): 
| д S=117 


Авон = Алнс 728 y 


ВН = АС=а 
Por fórmula general: 


: | 38 : Th (AIDE)... oos 
Resolución: 2 


Piden: А, 
Н: Ortocentro (АЕ, BF y CD: Alturas) 


mZBAE = т/ВСр = 45° 


MATEMÁTICAS II 


Se pide: Аман =S 
Dato: AB=a y BC=b 
Sea: Вр = 


Entonces se observa: 
ABCD: BD = AC = ё 
^. ACNM: AC = MN = / y mZAPB = mZMQP = a 


Por fórmula general: 


En (1): 


GEOMETRÍA 


Piden: 5 
Datos: ТВ = у55 y HB=5 
Como PB es un cuadrante; entonces: 

mZPHB = 135° у mZPHM = 45° 
Ahora el AMPH es isósceles: 

MP = PH = К y MH = RJ2 
Teorema de la tangente: 


(55) =(s+rV2)s -> n-a/2 


` Ahora el área S se calcula así: 


S= 5вс (мрн) — Ѕамрн 


Resolución: 


PROBLEMA 07 Calcular el área de la región sombreada si BC = 8; mbG-2mAP = 100°у 
| mAB 


Se traza PL (Diámetro): 
mBL-mAP-50* — AB//PO ^ Ago Aug 


mCL- mDP =40° — DC//PO ^ Acro = Аро 


Se traza OA, OB, OD y ОС, se observa que: 


=А+В+М+М Агова = (82 – г2) 


Por propiedad del trapecio se observa que: АВ =ВС y mZA = mZACB = 45° 


Asector circular = A+B= 
AOB 


En el AOMA se deduce: 


АО = r/2 - ON 
En el AONC se deduce: 
ON = NC = г/2 


Sumando (1) у (2): 


2 
AXBiMAN = "R 


ДОТС (Notable 30° - 60°) 
г=2 э К=2/2 


Pero en el ЛВОС: 


Se pide: 
Dato: Ан =3 


Como Н y T son puntos de tangencia: 
BO : Bisectriz del ZHBT y ВН = BT 
ВТ = ТС = a = BH; mZOCB = mZOBC = а 


Ahora en el ABHC: 
2a+a=90 —a-30 


AOTC: (notable 30* - 60") 
OT =r; OC = 2r = OA 
2r=r+3 >r=3 


Por congruencia: 
Anc = Agun = Авит =A 
A, da = 2A + B 


Ahora se observa: 
Asombreada = Pispecio cular 


iaa! ua -P)= m? 


GEOMETRÍA 


Piden: 5 9 


Datos: ACDB: Paralelogramo y AC = 6 


Como ACDB es un paralelogramo (AC // BD y AB // CD) entonces: 
BC = CD 
mZCDB = mZCBD = f 
mZBCD = mZDBT = mZCBA = a 


En "B": 2a + B = 135^... (1) 
* ABCD: а + 2B = 180° ........ (2) 
De (1) y (2): a-30yp- 75° 
mCD =150° = mzQ- 
Como BD = бу mBD - 60^ ; entonces: N 
R-6 \ 
Finalmente: S= Ss c (cop) - $лсор 
1502 3 В? 
$2— -—À 
3g: "R. - ^y sen150* 
(5-3) 
12 4 
л $-23(z-3) 


591 


GEOMETRÍA 


Se pide; Apc =S 


Datos: AP=12 y PD=5 .... (0 
ABCD: Paralelogramo .... (II) 


De (1) en el AAPD: AD = 13 
Teorema de Poncelet en el AAPD: 


12 +5=13+2r 
r= 


Se traza Al y DI se observa que: 


eomm - VE Y er ta quel pl 
ETE Luego de trazar: OM 1 AB, ON 1 BN y OT L AT , se tiene: 
Ама = Ам +А, 
Por propiedad se sabe: somi sector rac + Амтко 
ш Aagcp = AA app) 
(12365) Ahora note que: \ 
^uo =2| 2 ] 75° + a = 45° + 90° 
а= 60° 
2 
Entonces: э, АЕ” m ¿RO us 


R2 
Asombreada 774 (9+6) 


En el gráfico; calcule el área de la región оры 
además T y B son puntos de tangencia. 


Resolución: 


Se pide: чч 


Dato: TC-AT- 2/3 ^ 


Se traza: ОВ 1 BC y OT LAC (ByT son puntos de tangencia) Se pide: Anco + Алкак = C. +ab 
AABC: mZB = 120° + mZOBA = 30° = mZOPB 

id Dato: ABCD: Cuadrado y FD = / 
Entonces: OP // СА 


„ AAFC: Teorema de Pitágoras 
a? +b? =(с/2# 


а2 +2 = 


ЛАВС: Se traza la altura BH y sea TH = b ; АТ = a; entonces: НС = а Ш 
En el dato: (а + 2Ь)-(а) = 248 > b- V3 = 00 
^ d ° °: OB=2b= ч 
ЛОВО es notable de 30° y 60°: ОВ R Teorema de Ptolomeo (AFCD: Cuadrilátero inscriptible) 
Finalmente se osberva: t. е2 - ae «be 


Asombreada = Ásector circular + Аров 
РОВ 


Elevando al cuadrado: 
UNZ)? = а? + b? + 2ab 
A 
20 =Z + Zab 


P-c.ab 


240* 


Asombreada ES з) 


y DICO! 
2 


Asombreada = 8л + 343 2 


En 


Arco + Адк = 


ES GEOMETRÍA 


Dato: AO = OB = 2 


Como AB es diámetro; entonces: 
mZ АСВ = 90 ^ A ABC es notable de 30° y 60°. 


Resolución: 


Ahora se observa que: 


Piden: dps = х 

EA 
Por propiedad: Алас Sector Sector 

e MN=24Rr (MyN son puntos de tangencia) 
Маг (My p gi S) «2 uz 
. -R (AM//PQ// BN) 2 12 6 
кат 
S-2/8-n 


En el trapecio AMNB las áreas S, yS, son iguales. 


dun] 


BCD es uma región cuadrada, se ubica un punto E en AD y se traza FG 
perpendicular a BE (F en AB y С en CD). Si FG pasa porel centro O del cuadrado. 
ABCD, FG BE = (M) у ОМ = 2 (MF) = 2, calcular: ї 


NR? 


RA Se рійе: Siygg = ?? 


OM = 2 (MF) = 2 


Dato: 


Resolución: 


SN 7 MATEMÁTICAS II o DO oot A & GEOMETRÍA 


Ahora: бовтр = B + С. 


Del gráfico se deduce: 


тг AEB = mz DGF = Ө. Pero ABTO es un trapecio; entonces: 


Sago = 5вот= В y 


Del dato tenemos: МЕ = 1 y ОМ = 2, además сото О es centro del cuadri 5x12 
22. 


* Sam=B+C= 30 


entonces: 
OF = Об - 3. Ѕовтр =30 


Se traza FK 1 CD, luego: 


AB = ЕК = L (Lado del cuadrado) Zala figura roce YAN 24. Calcularel área de la región sombreada. 


y FG = BE = 6 (A BAE = A FKG) E 
Por último: 
FG.BE _6.6 
бов =p 
mn 
Si: TD = 5; AD = 13 y T es punto de tangencia; calcular el área de la c! De los datos se deduce: 
sombreada - : > 


A ABD es notable de 30 y 60 (R = 2 y AD = 2V3 ), entonces: 
* mZABD- 60° y BD=4 
* mZCBD = 30° 


B, 
ч 


Piden: Sor 
Datos: TD = 5 л AD = 13; 


Tracemos OT y notaremos que OT // AB; luego tracemos AT. 
(mZ АТ” = 90° у АТ = 12) 


е жил GU SUCCO EUR DITO A 7 GEOMETRÍA 


Ahora se observa: 


SS, sco Sres MO = 8; calcular el área de la región 6. Si ABCDEF es un hexágono regular; 
сво Imbreada (T: punto de tangencia) DT — 6/2 y T es punto de tangencia; calcular 
2х4зеп30° elárea dela región sombreada. 
sa с, D 
9л 
&8=2-® NS 10r 
127 
14x 
DES ERA К А О B 
1 [CD es un cuadrado cuyo lado mide 8; las 187 
Según el gráfico, AD = 2(BC) = 8 u y (AB) (CD) = 18 u". Calcular el área de Mferencias tienen igual radio, son В > 
región sombreada. Entes y están en contacto con dos lados Según el gráfico, ABCD es un paralelogramo 
à пайгайо; calcular el área de la región de alturas 8 y 6, además M; N y Q son puntos 
brea B de tangencia. Calcule el área de la región 
x Ў kier sombreada. 
TE E A ву 
D 
Resolución: Piden: Saco» [абсо se muestra a un cuadrado ABCD 
Я = ВС = 4; entonces: regiones paralelográmi: 
Del dato se deduce a x A Es A Tn ie CN AM4/3(4x-3/8) — B)2/3C2n— 3) 
- ” d C)z-J3 
Pero por Z interior: 2 D) 31-v3 E) 4n- 3 
m AB «m CD 
lam oem CA ^ Del gráfico, calcule S,/S, (S, y S, son las áreas 
а de las regiones sombreadas) 
B 
-— А) 1 
gulo equilátero ABC se ubican B) 1/4 
В О y R en AB, BC y AC © 1/3 
ente, tal que PR 1 АС y D) 1/8 
si AR=2 y RC = 3; calcular el E) 12 o o c 
región triangular POR. E 
r De la figura, talcular el área de la región 
4 g B) 3/8 mada sombreada, si el lado del cuadrado ABCD 
Por fórmula trigonométrica. mide 4. 9 
Зак = А0080) seno .... E B Lect 
Pero por teorema de Ptolomeo. 
(AC) (BD) = (AB)(CD) + (BC) (AD) Ps 
(АС) (BD- 18 + 32 =50 


Reemplazando en (1): 


jS, M 

D^ d 
А)(л+1)  B)Oz-1) O(x«2) 
D)(/2z-1) E) (31-2) 


a AH 


-3(3)-2. 
2 


10. 51АС = 4,CD = 12yTespuntodetangencia, 14. 
calcular el área de la región sombreada. 


T, 
с 
А B 
A) 30x В) З5л С) 401. 
D) 45л E) 169/87 


15. 
11. Setiene un pentágono ABCDE inscrito en una 
circunferencia, la recta tangente trazada por 
D corta a la prolongación de AE en B si el área 
de la región limitada por el pentágono es 100 
y ED — DC; calcular el área de la región 
cuadrangular PABC. 


А) 100 
D)120 


B)50 C)80 


E) 140 


12. Si O es el centro del arco AB, T; P y Q son 
puntos de tangencia y OB = 6, calcular el área 
dela región sombreada. 16. 


с)ву/з 
E)18 


A)12 B)15 


D)6/3 


13. Según el gráfico, mMN = 60°. Calculeelárea зу, 
dela región sombreada. 


A) R'Gc 3) B) R?(x- V3) 


С) А2(2л+ V3) 


2 2 
D) Er 45) к) È 2r- 45) 


MATEMÁTICAS II 


En la figura mostrada ABCD es un cuadi 
mZPCT = 90°. Calcule el área de la iv 
cuadrangular PCTD (P y T son puntos 
tangencia), si AB — 8m. 


2 B £ 
A) 24m 
B) 36m р, 
с) 32m* 
E) 64m* А! 


Según la figura, ABCD es un "m 
Si AM = MB y AN = ND, calcule la гайй 
áreas de la región sombreada y ABCD, 


7 | 
А N D 

А) 7/60 
D) 2/20 


gráfico, si R = 3; mAB = 106° y T es 
de tangencia, calcule el área de la 
circular. 


1 
E эт О 


in cuadrado de би de lado se inscribe un 
Ingulo de 8u de diagonal, cuyos lados son. 
Їе105 a las diagonales del cuadrado. 
Ше el área de la región rectangular. 


B) 2u oa 


E)su* 


ICD es un paralelogramo; S, = 2m", 


Ë y S, = 7m"; calcular S,. (S,, S+, Sa 
bnáreas de las regiones sombreadas) 


Р 
2 
р 


У S; son las áreas de las regiones 
pus- = 4; NP // CD y ABCD 
р calcular Sy. 


et 


B)4/15 C)5/16 


E) 1/14 


Si ABCD es un paralelogramo; $ 
5, = 9; calcular S, (Sy, Sy, Sy: área 
regiones sombreadas) 


29 
А р 


A)9 
D)12 


B)10 


сї! 
E) n 


Calcular el área de la región somly 


S(AT) = 13(TC) y BC = 18; (T: 
tangencia) 
si: S, = 2 y S, = 6 siendo S,, S, 
de las regiones sombreadas; 
IN=ND y BC//AD. 
в c 
L M, N 
A) 327 B) 16r ( Er 
D) 64x DL 


GEOMETRÍA 


23. Enlasiguiente figura PB es igual a la longitud 
delarco BQ, entonces: 


А)5,=5, 
D) S, > S, 


C) 25, =3S, 
E)S, <S, 


24. Según el gráfico calcular el área de la región 
sombreada si (BC)(AD) = 12m" y T es punto 
de tangencia. 


is 
Т, 
р 
А)16 С) 18 
D)6 E)20 


25. Según el gráfico calcular el área de la 
región sombreada si: TC = 4и; AB = BC y 
m.ZTAB = 53*/2 (T es punto de tangencia y 


PB//TC) 
T 
X» E 
А)6 ^ B6 [Sr] 
D)5 \ Е)12 


а 


B)2b=a+c C)a'-b.c 


MATEMÁTICAS II 7 А T 383 " 
а Е Y” GEOMETRÍA 


27. Calcular Sy, si: (S;) (S;) = 64. 31. Calcule el lado del cuadrado ABCD, si el ii 


ar el área de la región sombreada, si: : o 
de la región sombreada es numéricam E эр елке жынын adea regimes а 
м Тайна pite: E." y es un ABCD es un cuadrado de lado 10. 
1 B, 
Ч A) 4Gce 21) А12 
B) 244241) B)13 
з Зи EON n 
D) 242-1) LA Ds N 
A)5v2 B)442 C)16 E) 441-42) A D E)16 A 0 D 
D)2/2 E)4 
Я y збаны A a нан a gráfico; AP = PC, PORS es un cuadrado 40. Se tiene un cuadrilátero ABCD circunscrito а 
Hugo задлав im рН g ВР = PC y РО = 2u. Calcule el área dif BO = 3. Calcule el área de la región una circunferencia de centro O. Si las áreas 
+5, : región sombreada. hbreada. е de las regiones triangulares BCO y AOD son 4 
B y 6, respectivamente, calcule el área de la 
b. 9 R región ABCD, 
BS Wo om 
Р D)30 Е)20 
* c А Р т 
A)12n B) 1r C)16 c —. 
Ж p 107 | Е)15т el área de la corona circular, si f% Segúnel gráfico, m ОМ =m MB . Calcule el 
1, МО =b,0,M=O,MyA,B, CyDson área de la región sombreada en función de В. 


A)40 B)20 C)35 
D)60 E)30 33. Calcule el área de la región limitada 


29. Calcular Sj; si S, = 16y S, = 9 (T y P: son 
puntos de tangencia) 


т 


triángulo isósceles, en el сий A 
circunferencia tangente a los lados lato! A) R pA A 
que triseca a la base es concéntrica 
circunferencia circunscrita, determi B) HEA 
соп ésta una corona circular de 8 u’ des 180 
© NA 

A) 3423 Bs oo 6 

2 
D) 5/3 E) 3/2] p) FR 

A 
2 
B) 2лаЬ C) 4nab E) "8 74 
+) E) 4x(b-a) 


34. Calcule el área de la región soml 
sabiendo que su perímetro es iyi 
1(/2+ Dem 


A)12 B)24 C)48 


D)36 E)52 42. Enlafigura mostrada ABCD es paralelogramo T^ 


es mediatriz de AB. AP — 6 cm y PD — 4 cm. 
Calculeelárea dela región cuadrangular ABCD 


| paralelogramo ABCD, M es punto 


30. Calcular S, si: S, = 9 y S, = 4 (T: punto de e BC; en MC se ubica el punto N, Hy F 


tangencia) 

A) 10 A)24 c 
B) 8 

С) 12 В) 64 

р) 9 С) 48 

Ю 16 В)2 04 D)72 A 


E) 60 


eR RE SUUS IUUD MATEMÁTICAS и 


43. Siendo ABCD un paralelogramo, calcular la 47. Se tiene un cuadrilátero ABCD inscrito en 
razón entrelas áreas de lasregiones AEBD y ECD circunferencia de modo que m CD = m АЙ 
120. SiAB = a y BC =b, calculareláreai 
región cuadrangular ABCD 


а 
ne om aeu © 


D 2 i 
(a+b) (aa b)! 
D» 4 к 4 


(ai Ш 
2 


Si OB = 10 y T es punto de tangencia; 
calcular el área de la región paralelogramica 
OQPB 48. Calcular el Авс, Si BD = 6 y H es el 


^ centro del triángulo ABD. 
К ISA 
12990, AD P А) 123: 
С)50 
р)во y 9 6/3 
o B 


E) 20 Ф 1242 
р) 18/3 


Segün la figura, calcular la razón de las 5)18 5 


regiones sombreadas. 


49. El área de la región correspondiente 
AS cuadrado es 100. En el cuadrado se inii 
B)1/4 rectángulo, cuya diagonal mide 12. Call 
ova área de la región rectangular. 

E)2/5 L3 A)10 B) 24 С)28 


р) 30 E) 36 


Según el gráfico, calcular el área de la región 


sombreada para R =2/3 cm. (L, P y Q son 50. Enla figura mostrada, se muestran lik 
puntos de tangencia). ferencias inscrita y circunscrita al V 
equilátero ABC. Si BC = 12, calcular 


dela región sombreada. 
v в 
А 
A po x. 
B Q 


F (т A з Ре бета + 8) o 
P Cs 


В) 127 
2 (er), s " без 9) 


HISTORIA DE LA TOPOLOGÍA 


amente, las primeras ideas topológicas conciernen al concepto de limite y al de 
lletitud de un espacio métrico, y se manifestaron principalmente en la crisis de los 
iesurables de los pitagóricos, ante la aparición de números reales no racionales. El 
Àeercamiento concreto al concepto de limite y también al de integral aparece en el 
Øde exhaución de Arquimedes. La aparición del Análisis Matemático en el siglo ХУП 
їй evidencia la necesidad de formalizar el concepto de proximidad y continuidad, y la 
Шад de la Geometria para tratar este tema. Fue precisamente la fundamentación del 
il Infinitesimal, así como los intentos de formalizar el concepto de variedad en 
alo que llevó a la aparición dela Topología, a finales del siglo XIX y principios del XX. 


fechar el origen de la Topología con la resolución por parte de Euler del problema de los puentes de 
berg, en 1735. Ciertamente, la resolución de Euler del problema utiliza una forma de pensar totalmente 
| y la solución del problema nos lleva a la caracteristica de Euler, el primer invariante de la Topología 
EN, pero sería muy arriesgado y arbitrario fechar en ese momento la aparición de la Topología. La situación 
nte análoga a la del cálculo del área de la elipse por Arquímedes. 


ho topología fue usado por primera vez por]. B. Listing, en 1836 en una carta a su antiguo profesor de la 
Пана, Müller, y posteriormente en su libro Vorstudien zur Topologie (Estudios previos a la topología), 
hen 1847. Anteriormente se la denominaba analysis situs. Maurice Fréchet introdujo el concepto de 
исо en 1906. " 


Euclides define las secciones cónicas y estudia los poliedros regulares, una de las formas más básicas 

estudiadas por los topólogos. 

'Arquimedes investiga las curvas espirales y los poliedros truncados. 

Leonhard Euler resuelve el problema de los puentes de Königsberg. 

Los alemanes August Möbius y Johann Benedict Listing descubren en forma independiente la hoy 
lamada banda de Mobius. 

"Giuseppe Peano aplicandola definición de Jordán, demuestra que un cuadrado relleno también es una curva. 

Pivel Urysón y Karl Menger definen el concepto de ситуа а partir de la topología. 


MATEMÁTICAS II 


Un conjunto de puntos se denomina convexo si todo par de puntos del conjunto determina un ѕерттей 
contenido en dicho conjunto es decir: 


D: Conjunto Convexo 
(VAABeD, ABcD) 


Estos dos teoremas se demuestran a partir de la definición de conjuntos convexos. 
*  Rlconjunto vacío (Ø) es un conjunto convexo. m 
* El conjunto formado por un único punto es un conjunto convexo. 


A continuación se muestra a un conjunto K donde А y B є K, sin embargo АВ no está contenida 
conjunto K; a estos conjuntos se les denomina Conjuntos No Convexos. 


K 
K: Conjunto Convexo 
$ (VAABeK, ABZK) 
+ АВЕСТА — 
ES 
PM A d 


le queda es un conjunto convexo. 


V AAB €OP, ABc ОР Мллвер, ABCD 


\ región poligonal convexa se le quita + 
de uno o todos los vértices, el con- 


1609 


GEOMETRÍA 


VAABez7B BcgP 


* REGIÓN POLIGONAL CONVEXA 


D 


WAABeD, ABcD 


* El conjunto de puntos del espacio es un 


conjunto convexo 


“una región poligonal convexa se le quita 


uno, o más lados o todos los lados, el conjunto 
que queda es un conjunto convexo. 


VAABeD, ABcD 


VAABeD, ABCD 


MATEMÁTICAS II DITO OD E GEOMETRÍA 


Si a un círculo se le quita uno o más puntos • Sia un círculo se le quita parte de su borde 0 
de su borde, el conjunto que queda es un todo su borde, el conjunto que queda es ull 
conjunto convexo. conjunto convexo. 

A ^ B e Región poligonal, 


AB c Región poligonal. 


YA^BeD, ABcD УАЛлВер, All б шпа región poligonal convexa se le quita un punto де su lado (que no sea el vértice) o de su 


'rlor el conjunto que queda es no convexo. 


AABe Z POQ, АВ с 2 РОО. 
А AB e Región poligonal, A ^ B e Región poligonal, 
AB c Región poligonal AB c Región poligonal 


culo se le quita un punto de su interior (que no pertenezca al borde), el conjunto de puntos 
Педа es no convexo. 


A ^ B e exterior del Z РОО, A^BeD, ABZD 


AB c exterior del 4 РОО 
"TODO POLÍGONO (CONVEXO O NO CONVEXO) ción de dos conjuntos convexos es un conjunto convexo, 
c c ] 
P. 
B D в Q E 
Q P 
A E A F 
P AQ e Polígono ABCDE P ^ О e Polígono ABCDEF; 7 
РО c Polígono ABCDE РО с Polígono ABCDEF T 


eo = {Т} 


2) 


mis ONES 
La intersección entre un conjunto convexo y uno no convexo puede ser un conjunto con 
conjunto no convexo. 

Ejemplo: 

Sean los conjuntos А y B, (A conjunto convexo y B conjunto no convexo), entonces: 

f B 


1) 


2) 


MATEMÁTICAS II 


Ahora se sabe que el conjunto vacío, el punto y el segmento son conjuntos convexos es decir il 


para cualquiera de los 3 casos la intersección es un conjunto convexo. Esto mismo ocurrirá € Junto no convexo. 


cualquier par de conjuntos convexos. l 


La intersección finita o infinita de conjuntos convexos es un conjunto convexo. 
SU NOTA Я 


Sila intersección de dos conjuntos es un conjunto convexo, dichos conjuntos no necesarin 
mente son conjuntos convexos. 


A U B: Conjunto convexo 


Ejemplos: 
a п A y B dos conjuntos no convexos, entonces: 
A 
+ 1: Conjunto convexo, siendo + 1: Conjunto convexo, siendo ЕЕ 
1=A^B, donde: 1= An B, donde: UB: Conjunt 
+ А: Conjunto Convexo. + A: Conjunto no Convexo. $ OSCURO. 
+ B: Conjunto no Convexo. + B: Conjunto no Convexo. 


A U B: Conjunto Convexo 
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I: Conjunto convexo I: Conjunto no convexo L 


siendo: I = A^ B siendo: I = A ^ B » el 


La intersección entre dos conjuntos no convexos puede ser un conjunto convexo o un (ul 
convexo. 
Ejemplo: 
Sean los conjuntos A y B no convexos entonces: 


B 


1: Conjunto П 


I: Conjunto convexo siendo: LB 


siendo: I = A^ B 


GEOMETRÍA 


¡nión o diferenci; і j 
rencia entre cualquier para de conjuntos, puede ser un conjunto convexo o un 


aremos ejemplos para la unión de dos conjuntos; el lector practique la diferencia. 
| Sean los conjuntos A y B dos conjuntos convexos, entonces: 


иш. 


AU B: Conjunto no convexo 


AU B: Conjunto no convexo 


А un conjunto convexo y B un conjunto no convexo, entonces: 


A U B: Conjunto Convexo 


rtición de un conjunto B a una colección de subconjuntos de B, ninguno de los cuales 
que cada elemento de B pertenece únicamente a uno de los subconjuntos deter- 


o P determina una partición de tres elementos: 


La partición del plano P es: 

Pip) = tl, Z MON, E) 
Donde: 
I: Interior del ángulo. 
E: Exterior del ángulo. 


TEOREMA: 


DEMOSTRACIÓN: 


TEOREMA: 


DEMOSTRACIÓN: 


Б eset 


Todo polígono es un conjunto no convexo. 


*  SeaPunpolígono convexo de n lados: 


V A,B e Psetiene que: ABz P 


MATEMÁTICAS II 


=> Pesunconjunto no convexo. 
* Enformaanáloga, se deduce para un polígono no convexo. 
Penun conjunto no convexo 


Todo conjunto convexo es un conjunto conexo. 


SeaH un conjunto convexo. 


=> VA,B € Н, зе tiene que el segmento AB esta contenido en H. Esto imiji 
que existe al menos una línea que une A y B. 
En consecuencia, Н es un conjunto conexo. 


ё 


Sea Н un conjunto conexo, si y solo si para todo par de puntos A y B de H, existe al menos 


una curva contenida íntegramente en H que une a y B. 


ndicar si los siguientes conjuntos son 5. 
сопуехоз o no convexos: 


TI 


C 


ELI c 
Tox 
Indicar cual o cuales de las figuras 
nombradas es un conjunto convexo o un 
junto no convexo. 

i) El punto 
b) El polígono 
) Elángulo 
I) El rayo 


impletar los siguientes enunciados: 
interior de un ángulo es un conjunto 


| El exterior de un polígono es un 
conjunto, ың 
La circunferencia es un conjunto 8. 


! plano es un conjunto.. 
"enda una de las regiones mostradas les 


un punto, indicar si son conjuntos 
Vexos o no convexos. 


VY E 


EJERCICIOS DE APLICACIÓN: 


GEOMETRÍA 


¿La intersección de dos planos es un 
conjunto convexo? 
iPorqué?. 
Ilustre su respuesta: 


Si se quita un punto a una recta L ¿Será 
convexo el conjunto de puntos 
restantes? ) 
¿Porqué? .. 
Ilustre su respuesta: 


La unión de dos conjuntos convexos es 


) 


un conjunto convexo (. 
¿Porqué? . 
Ilustre su respuesta: 


Si la intersección de dos conjuntos es 
convexa, entonces dichos conjuntos son 
conjuntos convexos (+... 
iPorqué?... 
Ilustre su respuesta: 


Indicar los elementos que determina la 
partición de una recta por un punto. 


545 GEOMETRÍA 


D VERDADERA 


PROBLEMA 1 Р а ES. A A ^ B: Conjuntos convexos. 
3i siu picea soga 
D credendi propast A U B: Conjunto no convexo. 
1) El interior de un triángulo, es un conjunto convexo. à 
I) FALSA 


conjunto convexo. P: Conjunto convexo. 


P, Q 9: Conjunto no convexo. 


|р | | (P-Q) = D; (D: Conjunto Convexo). 


— La diferencia entre P y Q puede ser un con- 
junto convexo. 


Resolución: D FALSA 


A ^B e exterior y АВ с exterior 


Ш) FALSA 
Existen regiones poligonales que no son conjuntos convexos. 


— El exterior de un ángulo es un 
conjunto no convexo. 


A ^ B e Región poligonal; 
<] АВ с Región poligonal. 


Ш) VERDADERA 
B Interior del А ABC 


' par de puntos P ^ Q del interla 
^ ABC, РО c Interior. 


A 3 > El interior es un conjunto coni 
Ш) FALSA 


A AB e (H-L) y AB æ (H 1) 
(AB pasa por el vacío que deja 1) 


28 Sowas see scan 


> (Н-Т): conjunto no convex 


i) "VERDADERA 


PROBLEMA 2 Digaelvalordeverdad de las siguientes proposi 
1) Si A y B son dos conjuntos convexos, entonces alguna unión di 
conjuntos es un conjunto no convexo. 
1D SiP es un conjunto convexo y Q es un conjunto no convexo, entone 

es un conjunto no convexo. E, ys 
‚ опу Toda región poligonalezun conjunto convexo. С. 


A, В л С: No convexas 


AUB ù C: Conjunto convexo. 


Ш) FALSA 
Si al círculo se le extrae un punto N de su frontera lo que queda sigue sien- 


Resolución: En la parte teórica se indico que la unión y la diferencia entre dos con]un do un conjunto convexo. 


sean convexos, no convexos o uno convexo y el otro no convexo) puede 
conjunto convexo o un conjunto no convexo. 

Partiendo de esto la proposición (1) es verdadera y la (1D es falsa. De igual 
indicaremos ejemplos. 


V A ^ B del conjunto ( &- N), AB c (£-N). 


> (E-N): Conjunto convexo. 


MATEMÁTICAS V 2: ҖЕ ШШ 


Ш) FALSA 


La intersección de estos dos conjuntos puede ser un conjunto convexo i = 
C: Región no convexa. 


с 
P" 4 L L: Recta que divide a “С” en dos 


conjunto no convexo. 


c - «c 
I-AnB I-AnB 
| I: Conjunto convexo I: Conjunto no convexo 


regiones A ^ B las cuales son 
convexas. 
/p vexas. 


П) VERDADERA 


Puntos Triángulo 
interiores 


De los tres conjuntos nombrados, 
el conjunto formado por los 
puntos interiores es un conjunto 


"Indique el valor de verdad de las siguientes proposiciones: 
0 Si'Tes una región triangular y E es un círculo, tal que TO E = C, C no y 

entonces C es un conjunto convexo. дё һ 
JD) Ningún polígono convexo es un conjunto convexo. 
111) Dos planos paralelos determinan en el espacio una partición de 6 elemel 


Puntos N some. 
exteriores 
Ш) VERDADERA 
(2) (4) 
La recta L y el triángulo mostra- 


SN do determinan en el plano una 


partición de 5 elementos. 


Resolución: D VERDADERA " 
La intersección entre 2 conjuntos convexos es siempre un conjunto cul 
T T: Conjunto convexo 


E A 
C: Conjunto convexo 


= Tn E = C: Conjunto convexo. 


1) VERDADERA 
En la parte teórica se indico que todo polígono (convexo o no conv 
un conjunto no convexo. 


Ш) FALSA 


wm i WE 
2 planos paralelos en el espacio detii h D FALSA 
(3) una partición de 5 elementos. Los ángulos son siempre conjuntos no convexos. 
(5) АлВе 20, ABz ZO. 


Z О: Conjunto no convexo. 
ы B 


П) VERDADERA 


Semiplanos 


La recta divide al plano en dos conjuntos disjun- 
tos, cada uno de estos se denomina semiplano. 
Los semiplanos son conjuntos convexos. 


ABRO 


Ш) VERDADERA 


MATEMATICAS 1 T J Cromen 4 


I) VERDADERA 
La recta y la región triangular son conjuntos convexos, por lo tanto su inter- 


sección es un conjunto convexo. 


в 
M En el gráfico se observa que MN es la inter- 
5(e) sección y se sabe que todo segmento es un 

La recta AQ y el cuadrado ABCD determinan una partición de 5 elemen s N C conjunto convexo. 


П) FALSA 
Los puntos que conforman a una superficie no necesariamente forman un 
conjunto convexo, ejemplo: 


La superficie mostrada no es un conjunto 
convexo. 


БДЫ JE RC, 
UD FALSA 
La intersección de dos triángulos (como son conjuntos no convexos) puede 
ser un conjunto convexo o un conjunto no convexo será convexo cuando la 


Resolución: I) VERDADERA 
Las rectas son conjuntos convexos, рог lo tanto su intersección es sieni 


un conjunto convexo (Teorema). 
intersección sea un segmento, un punto o el vacío 


dE ле ло 


РО: Conjunto convexo 1: Conjunto convexo 2: Conjunto convexo 


VERDADERA 
La región cuadrada sin su frontera sigue siendo un conjunto convex, 


VAABe V€yABc € 


$^: Conjunto Convexo. 


VERDADERA 
Dos circunferencias secantes determinan en el plano M una partici 


9... Darelvalordeverdad delas siguientes proposiciones: 
D E UR dd ан x 


elementos. 70 60) 50 


Los conjuntos pueden ser по convexos y la unión de estos puede ser convexa. 


A ^ B: Conjuntos no convexos. 
AU B: Conjunto convexo. 


= MATEMÁTICAS II 


П) VERDADERA 
Si los dos conjuntos son convexos, su intersección es un conjunto coll 


ш) 


(Teorema). Para que la intersección sea по convexa al menos uno de ul 
es no convexo. 


A I-AnB 
А ^ B: Conjunto no convexo. 
Siendo B conjunto no convexo. 


Ш) FALSA 


La diferencia entre un par de conjuntos puede ser convexa o no сопун 
En este caso los conjuntos son no convexos. 


B ^ C: Conjuntos no convexos. 
D-B-C 
D: Conjunto convexo. 


PROBLEMA 10 - - Delassiguientes proposiciones: - 
D A UE чөй O АН 
А conjunto convexo. 
ju Ц) Laintersección de un círculo y de una región cuadrada es un conjunto o 
Ш) Sila reunión de dos conjuntos de puntos es un conjunto convexo, ent 
menos uno de éstos es un conjunto convexo. 
¿Cuáles son verdaderas? 


Ш 


Resolución: I FALSA 


La unión de estos dos conjuntos puede ser un conjunto convexo о її 
to no convexo. 


B B 
D | 
c ^ 
c 
А р. 


T, Y T: Conjunto 


ш) 


T, UT): Conjunto 


converg no convexo 


Ш) VERDADERA 
El círculo y la región cuadrada son conjuntos convexos, por lo til 
tersección siempre es un conjunto convexo. 


FALSA 
Sila reunión de dos conjuntos es un conjunto convexo, estos conjuntos 


pueden ser convexos, no convexos o uno convexo y el otro no convexo. 


A: No convexo. 
B: Convexo. 


AnB: 
Conjuntos Convexos 


A AB: 
Conjuntos no convexos 


convexo. 


Бо за ER Je quitamos un punto, ошо as еш 
conjunto. 


( ) Та intersección de una recta y una circunferencia puede ser un conjunto 


FALSA 
Las regiones triangulares son conjuntos convexos, por lo tanto la intersección 
siempre será un conjunto convexo. 


FALSA 
Si el punto que se le quita es un punto de su interior (que no se encuentre en 
la frontera); el conjunto que se obtiene es un conjunto no convexo. 


y A^Be E, 


АВ с # (AB pasa por el vacío que 
deja el punto que quitamos). 


VERDADERA 

La intersección entre una recta y una circunferencia pueden ser dos puntos, 
un punto o el vacío. Cuando la intersección es un punto о el vacío, dicha in- 
tersección es un conjunto convexo. 


) de ( 
e ut. 
В $ Ф 
ENZ=(A; B) eo = {1} 
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UA "-— РАЕВА 
PROBLEMA 12. Indiqueelvalor de verdad delas siguientes proposiciones: : vem de un ángulo y el círculo son conjuntos convexos, por lo tanto su 
D Alguna intersección de un ángulo y un círculo, es un conjunto convexo, intersección es un conjunto convexo. 
П) En alguna región triangular, si omitimos el ortocentro del triángi 
entonces el conjunto que resulta es un conjunto convexo. 
2 Ш) La unión de un conjunto convexo y otro conjunto no convexo puede sal 
conjunto convexo. 


I) FALSA 
Cuando se omite el circuncentro de una región triangular, lo que queda no 
necesariamente es un conjunto convexo. Este puede resultar un conjunto no 


convexo, cuando la región está limitada por un triángulo acutángulo o un 
triángulo rectángulo, 


c Circuncentro 
B / 


А B А c 
Ш) VERDADERA 


jan jemplo en el gráfico qu tinuación se muestra se observa: 
en Zo=m Me 252 кошна gráfico que a continuación se muestra se observa 


Resolución: D VERDADERA 


Por ejemplo cuando la intersección entre el ángulo y el círculo sea un ji 
| un segmento o el vacío. 


П) VERDADERA 
Esto puede ocurrir cuando la región triangular está limitada por un til 
lo obtusángulo o un triángulo rectángulo 


H 
р FA Orocentro py 


B 


A: Conjunto no convexo. 
B: Conjunto no convexo. 


(A — B): Conjunto convexo. 


Si en ambos casos or 
al ortocentro, lo que if 
es un conjunto conve! 


A-B 


E A la región plana representada en (a) le falta el punto A; a la de (b) le falta los 
puntos C y D y a la de (c) le falta la circunferencia frontera. ¿Cuáles de las 
. Siguientes proposiciones con correctas? 


Е А с р 
E (a) (b) © 
1) Laintersección delos conjuntos (а) y (b) езип conjunto convexo. 


Ш) La intersección de los conjuntos (b) y (c) esun conjunto convexo. 
. IIl) Laintersección de los conjuntos (a), (b) y (c) esun conjunto convexo. 


A с 
Ш) VERDADERA 


etes 
La unión de estos dos conjuntos puede ser un conjunto convexo. 


| А: Conjunto convexo. 
B: Conjunto no convexo. 


AU B: Conjunto convexo, 


PROBLEMA 13 Determinar el valor de verdad de las siguientes proposiciones: 

D La intersección del interior de un ángulo y un círculo es siempre un 
| k P totveso: Por las condiciones dadas se deduce que la región (a) es un conjunto no convexo, las 
regiones (b) y (c) son conjuntos convexos; ahora analizamos las proposiciones. 

D FALSA 
Porque (a) es no convexo y (b) es convexo, entonces su intersección puede ser 
convexa o no convexa. 


PROBLEMA 15 


Resolución: 


MATEMÁTICAS II D Ai O 


D FALSA 


El P P 
planoes un conjunto convexo y el triángulo es un conjunto no convexo, por lo 
tanto la intersección puede ser un conjunto convexo o un conjunto no convexo. 


II) VERDADERA 
Porque (b) ^ (© son conjuntos convexos, entonces su intersección es un I 
junto convexo. 

Ш) FALSA 
La intersección entre conjuntos no convexos y convexos puede ser un coii 
convexo o un conjunto no convexo. 


П) FALSA 


Lareunión de dos conjuntos no convexos puede ser un conjunto convexo. 


Indicarla verdad o falsedad de las siguientes proposiciones: 

I) Laintersección entre una región cuadrangular y una región circular siall 
ез ипа región convexa. 

m Un polígono siempre divide al plano que lo contiene en una región con 

. 'enunaregónnoconvexa. ы 

Ш) La intersección entre una recta y un plano: 


A ^ B: Conjuntos no convexos. 
А U B: Conjunto convexo. 


DES сао П) VERDADERA 
siempre La diferencia entre dos conjuntos no convexos puede ser un conjunto con- 


vexo o un conjunto no со! 
MU jj nvexo. 


Si la región cuadrangular fuese no convexa, la intersección con el vl 


ойга ser una región no convexa. A^ B: Conjuntos no convexos. 
à Я 


D: Conjunto convexo. 
Z: Círculo Siendo: D = A-B 


D : Región cuadrangular no conv 


1 : Conjunto no convexo (1 = 


Ш) FALSA 
Cuando el polígono es no convexo, este divide al plano en dos сой 
convexos. 
Interior Polígono 
(Conjunto no S 
convexo) EIE LI у шы 


T) VERDADERA 


Sea A la región cuadrangular convexa y B la región cuadrangular no conve- 
xa; a continuación se muestra lo que podría ocurrir con sus intersecciones. 


K HE 
B B 


I: Conjunto Convexo 


Ш) VERDADERA 
La recta y el plano son conjuntos convexos , por lo tanto su Ink 


un conjunto convexo. 


I: Conjunto no convexo 
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GEOPIETRÍA 


B ^ C: Conjuntos no convexos. 


la diferencia iiw ser: T: Conjunto convexo. 
I=ANB 
Ш) VERDADERA 
Si existe dicha región triangular. Ejemplo: 
A 
(A — B): Conjunto Convexo (A — B): Conjunto no convexo 


A, В л C: Son regiones convexas. 
I-AnBac 
I: Región triangular. 


Ш) VERDADERA 
Sean A ^ B las regiones no convexas que limitan los cuadriláteros, enti 


la unión podría ser: 
A 
B - 
(A U B): Conjunto Convexo (Au B): Conjunto no 00 


Existen líneas que dividen al plano en dos conjuntos no convexos. 


NJ 


Línea curva 


A A B: Conjuntos no convexos. 


Resolución: D FALSA 
La unión de estos dos conjuntos puede ser un conjunto no convexo, 


П) FALSA 


Si el punto que se quita es un punto de su lado (que no sea el vértice) o de 
su interior lo que queda en un conjunto no convexo 

А: Región Pentagonal. Sme IUE J 
| B: Región Cuadrangular. 


А U B: Conjunto no convex. 


А: Conjunto no convexo B: Conjunto no convexo 
1) FALSA 
La intersección de estos dos conjuntos no necesariamente es Wil 
по convexo; la intersección puede ser convexa. 


Ш) VERDADERA 
Cuando la poligonal gira alrededor de un extremo genera un círculo el cual 


: ES ü Ү MATEMÁTICAS II 
САЗ” СҮДҮ. : 


ndique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 

El punto es un conjunto convexo. 

El segmento de recta es un conjunto 
convexo. 

IIl. La reunión de dos conjuntos convexos, es 
un conjunto convexo. 


pers] 


B) VFV C)FVF 


) VVF E) FFF 

les de las siguientes proposiciones son 
aderas? 

"Toda región triangular es un conjunto 

convexo. 

interior de un ángulo, es un conjunto 
Xo. 

intersección de dos conjuntos no 

Сопуехоѕ es un conjunto no convexo. 


П B) Sólo II C) Sólo II 
ш E), yM 
minar el valor de verdad de: 
jemiplano es un conjunto convexo. 


En el gráfico se observa una recta exterior al triángulo ABC contenidos en Ш mini ш шш a 


Resolución: 


P; luego se deduce: tos es un conjunto convexo. 
¡diferencia de un conjunto convexo y 
I) VERDADERA vexo es siempre un conjunto 


i T cta Ly el triángulo es un conjunto vacii y 
Ve dae m ión de dos conjuntos convexos es 


mpre un conjunto convexo. 


П) VERDADERA Я 


bwr — owrm 
E)FVFV 


'el valor de verdad (V o F) de las pro- 
nes siguientes: 
їбп de dos semirectas opuestas es un 
ипо convexo. 
jolígono convexo es un conjunto no 


i determinan en el plano una partición de 5 vl A 
E icr = erior de un plano es un conjunto 


шук isj ión de estos conju 
Porque L yel A ABC son conjuntos disjuntos, la unión de estos c BVEV СР 
un conjunto convexo. E) FFF 


EE 630 EL 


GEOMETRÍA 


Indique el valor de verdad de las siguientes 

proposiciones: 

L La intersección de dos semicírculos es un 
conjunto convexo. 

IL. Una región pentagonal sin dos vértices es 
un conjunto no convexo. 

Ш. Alguna región triangular sin una altura, 
esun conjunto no convexo. 


A)VFV 
D)FFV 


B)VVF C) VFF 


E) FVF 


Indicar el valor de verdad (V o F) de las 

siguientes proposiciones: 

І. Unaregión cuadrada de la que se ha exclui- 
do 2lados opuestos es un conjunto convexo. 

П. La intersección de dos regiones trapezoi- 
dales es un conjunto convexo. 

Ш. Ninguna unión de dos conjuntos no con- 
vexos es un conjunto convexo. 


A) УУ 
D) FFV 


B)VVF C) VFF 


E) FVF 


Indicar el valor de verdad (V o F) de las 

siguientes proposiciones: 

L Alguna diferencia de dos conjuntos no 
convexos es un conjunto convexo. 

П. Ninguno de los semiespacios separados 
por un plano, contiene a este plano. 

Ш. Una recta y una circunferencia que no se 
intersecan, determinan en un plano que 


las contiene, una partición de cinco 
elementos. 

A)FVV B)FVF c) VvV 

D) VFV E) VVF 


Indicar el valor de verdad de las siguientes 

proposiciones: 

1. Ninguna intersección de dos conjuntos no 
convexos, es un conjunto convexo. 

Il. Alguna reunión de dos conjuntos no con- 
vexos es un conjunto convexo. 

Ш. Toda diferencia de dos conjuntos no 
convexos, es un conjunto no convexo. 


B)FVF 


9. Enla siguiente figura. ¿Cuál de los siguientes 
enunciados es verdadero? 


| lin ito бш taiog 
| 510055 uae: 


A) MU Qesun-conjunto convexo. 
B) NUQ es un conjunto convexo. 
С) QUP esun conjunto convexo. 
D) MUN es un conjunto convexo. 
E) MU Pesun conjunto convexo. 


| 10. Determine el valor de verdad de las siguien- 
tes proposiciones: 

L La región que se obtiene al quitar dos 
lados a una región cuadrangular regular, 
es un conjunto convexo. 

П. Lasemirrecta es un conjunto convexo. 

Ш. Una región triangular cuyos vértices se ha 
omitido es un conjunto convexo. 


С) FVV 
E) VFF 


А) УУУ 
D) VFV 


B)FVF 


11. Indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 
1. El exterior de un plano es un conjunto 


| convexo. 
| IL Una recta L contenida en un plano Н 
| separa a este plano, en dos conjuntos Нуу 


AM] Н, que no contienen a la recta L tal que: 


Hn Hs - 9. 

III. Una región cuadrada, sin dos vértices es 
un conjunto convexo. 

A) FEF B) FVF OFV 

D) VEF E)WF 


ES 


MATEMÁTICAS II 


termine el valor de verdad de las 
juientes proposiciones: 
Si A y B son dos conjuntos convexos Am B. 
ез ип conjunto convexo. 
|. 51А еѕ ип conjunto convexo y B es un con- 
Junto no convexo, entonces A — B es un 
conjunto no convexo. 
Si la intersección de dos conjuntos no es 
un conjunto convexo, entonces ninguno 


12. Diga el valor de verdad de las siguientes y 

posiciones: 

1. Una región cuadrangular cualquiera 
un conjunto convexo. 

IL Un polígono convexo, siempre ex Ш 
conjunto convexo. 

Ш. Alguna unión de dos conjuntos conve 
es un conjunto no convexo. 


A) FFV B)VEV С) FFF de los dos conjuntos es convexo. 
D)WV E) VVF 4 
B) VVF C)FFV 
E) FVV 


13. Indicarelvalor deverdad: 
() Si A y B son dos regiones triang 


entonces A г\ B puede ser un conju ¡región M, le falta el punto A, a la región 


faltan los puntos B y C, y a la región P le 
frontera. ¿Cuáles de las siguientes 
isiciones son correctas? 

Мез un conjunto no convexo. 


a convexo. E 

() Si a un círculo le quitamos un puli 
conjunto que se obtiene es un соң 
convexo. 

( ) La intersección de una recta y unn @ 
ferencia puede ser un conjunto con 


[AP es un conjunto convexo, 
I NP es un conjunto convexo. 


AABE, P 
^ М 


C) FPF 
E) FPV 


A)FVV 
D)VVF 


B) VFF 


14. Determine el valor de verdad de las s B)yII сузйош 
tes proposiciones: Dien E) Sólo TI 
1. Una región triangular dos de cuyu] Ж 
se han excluido es una región eon valor de verdad: 


gión cuadrangular, uno de cuyos 
se ha excluido, es un conjunto 


П. La unión de dos conjuntos convey 
conjunto convexo. 
ш. Si Aj, Az, Аз y Ay son cuatro ехо. 


ncia de dos conjuntos convexos 
triangulares tal que: Ay c (Ау г 


junto convexo. 


entonces A, гу Az O Аз es WN ha región triangular sin una altura, 


poligonal convexa. conjunto no convexo. 
A)FVV B) FVF CNW. B)FVV C) VFV 
D)VFV E) vr E)FFV 


GEOMETRÍA 


18. Indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 

I. Unarecta y un rectángulo que no se inter- 
ceptan, contenidos en un plano, deter- 
minan una participación de 5 elementos 
de ese plano. 

П. La intersección de dos regiones rectangu- 
lares siempre es un conjunto convexo. 

Ш. El conjunto de puntos que forman un 
triángulo, es un conjunto convexo. 


A)FVV. 
D)FVF 


B)VVF C) VFF 


E) VFV 


19. Indicar el valor de verdad de las siguientes 
Proposiciones: 
D Elángulo puede ser un conjunto convexo. 
Ш) Un polígono convexo es un conjunto 
convexo. 


Ш) Sea R una región triangular y P}, Pa, ... Py 
número finito de puntos de R. Entonces 


(P, Pas .., Pp) es necesariamente un 
conjunto convexo. 

A)FFF B)FVF C)VVF 

D)VVV E) FFV 


20. Diga el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 

L Sea dos regiones A y B cuadriláteras no 
convexas, entonces A U B puede ser un 
conjunto convexo. 

Il Todos los ángulos, son conjuntos no 
convexos. 

Ш. Si A y B son dos regiones cuadrangulares 
по convexas, entonces B— A, puede ser un 


conjunto convexo. 
A) ЕРУ B)FFF С)ууу 
D) УРУ E) VFF 


21. Determinarel valor de verdad de: 
L Sean AyB son dos regiones cuadrangula- 
res no convexas, entonces puede ser: A-B 
un conjunto convexo y B- A un conjunto 
noconvexo. 
Il. Sean M y М dos regiones cuadrangulares 
no convexas, entonces puede ser MU N 
un conjunto no convexo. 
Sean P y Q dos regiones pentagonales no 
convexas, entonces, puede ser P — Q un 


| ш. 


| conjunto convexo. 
| IV. Sean А una región cuadrangular no con- 
| vexa у B una región cuadrangular con- 
| vexa, entonces A U B puede ser un 
| conjunto convexo. 

ANEVE  B)VWVE  QWW 

D) VFEV E) VVEV 


22. Sea Aun conjunto convexo y B un conjunto no 
convexo. Indicar el valor de verdad de las 
siguientes proposiciones: 

1. AUB,esunconjunto no convexo. 
П. AMB, esun conjunto no convexo. 
Ш. A-B, es un conjunto convexo. 

IV. B-A, esun conjunto no convexo. 


C) FFVF 
E) МЕРЕ 


A) VFVF 
D) VFVV 


B) FFFF 


| 23. Indicar el valor de verdad, de las siguientes 
| proposiciones; М, М, P у Q son regiones 
| | poligonales: 
n 1. MUNUQesun conjunto convexo. 
| П. MUQ, esunconjunto convexo. 
| Ш. MUN, es un conjunto no convexo. 
IV MUNUPesun conjunto no convexo. 


C) FFFF 
E) VFVF 


A) FVFV 
D) FFVV 


B) FFFV 


MATEMÁTICAS II 


24. Indique el valor de verdad de las siguienl 
proposiciones: 
L Algún polígono esun conjunto convexo 
IL. El interior de un cuadrilátero es un (4 


las siguientes proposiciones: 
Sean T; y T, las regiones triangulares 
"ABC y ABD, entonces (T, U T3) es un con- 
junto convexo. 
La intersección de un círculo y de una 
ión cuadrada, es un conjunto convexo. 
iila reunión de dos conjuntos de puntos 
's un conjunto convexo, los conjuntos son 


junto de puntos convexo. 
Ш. La reunión de dos segmentos disjunii 
siempre es un conjunto de puntos f 


onvexos. 
НИ, les son verdaderas? 

A) FFV В) РУУ сууу YH вуиуш спуш 

D) VFF E) FFF боп E) Sólo III 


ir el valor de verdad de las siguientes 
Osiciones: 

Son una región triangular T de circuncen- 
ro O, entonces T — {О} es un conjunto no. 


25. Indique el valor de verdad de las sigulti 


proposiciones: 
0 Un ángulo puede ser un con 


$a | OIl— 
I diámetro de una circunferencia divide 
olígono no convexo es Wili > 
Ш) Sólo el polig ita es dos conjuntos convexos. 
junto no convexo. ! Run círculo y T un triángulo. 
Ш) Una circunferencia es un (0 ¿PAR = Ø, entonces T determina en R 


convexo. máximo de 4 regiones convexas. 
мну вту ow (9 
D) VFF SHUT 


rel valor de verdad (V о F) de las 

proposiciones: 

ión triangular de la que se ha 

lo los puntos medios de sus lados, es 

injunto convexo. 

región circular (círculo) de cuyo con- 
han excluido dos puntos diame- 

Mte opuestos, es un conjunto 


26. ¿Cuáles son correctas o verdaderas? 

1. Todo plano Euclidiano es un 
convexo. 

п. Dada una recta arbitraria L, los 

plano que no pertenecen а № 

divididos en dos conjuntos Wl 


es un " 
cada uno de los cuales itas paralelas al ser intersecadas 
la secante, determinan en un plano 
Juntos convexos. 


convexo. 
KI. La región circular es uN 


[e коп conjuntos convexos si y solo si 
convexo. un conjunto convexo. 

Алуш — Buym ©U C BUEVEV —— C)FRVE 

D)LILyTII "- р ? 


30. Indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 

L SeaCunaregión cuadrada y P una región 
triangular, contenidas en un plano Н. 
Entonces alguna unión de Cy P es un con- 
junto convexo. 

П. En un plano H, está contenido un ángulo. 
Entonces, el exterior del ángulo es un 
conjunto no convexo. 

Ш. En un círculo В, la circunferencia es L. 
Entonces (ВІ) esun conjunto convexo. 


A)VVV. 
D)FFF 


B)VVF C) FFV 


E)VFV 


31. Indique el valor de verdad de las siguientes 


proposiciones: 
L Та intersección de dos semicírculos es un 
conjunto convexo. 


П. Una región pentagonal sin dos vértices es 
un conjunto no convexo. 
III. Alguna región triangular sin una altura, 


esun conjunto convexo. 
A) VFV B)VVF C) VFF 
D) FFV E) FVF 


32. Indicar el valor de verdad (V o E) de las si- 
guientes proposiciones: 

1. Una región cuadrada de la que se han 
excluido dos lados opuestos es un con- 
junto convexo. 

П. La intersección de dos regiones trapezoi- 
dales es un conjunto convexo. 

Ш. Ninguna unión de dos conjuntos no 


convexos es un conjunto convexo. 


A)FVF 
D) VVV 


B) FVV С) VVF 


E) FFF 


A 


33. En la figura mostrada, se tiene las siguientes 
regionescirculares A, B y C: 


Indicar el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 

| AuBesun conjunto convexo. 

IL. BACesun conjunto convexo. 

Ш. AUCesun conjunto convexo. 

IV. C- Besun conjunto convexo. 


A)VVVV  B)VVVE  C)VFVF 
D) VVFF E) VVFV 


34. Indique el valor de verdad de las siguientes 


proposiciones: 
1. Dos rayos opuestos determinan un con- 
junto convexo. 


I La diferencia de dos conjuntos no 
convexos, es un conjunto convexo. 

III. Sea 1, una recta y T un triángulo conteni- 
dos en el plano Q, tal que LA T = Ø. En- 
tonces, L y T determinan alguna partición 


de cinco elementos. 
AVW B) VVF C) VFF 
D) VFV E)FFF 


proposiciones: 


equilátero es un conjunto convexo. 


dos conjuntos es un conjunto convexo. 
III. Un segmento es un conjunto convexo. 


A)VEV. В) VFF C)FVF 
D)FFV E)FFF 


36. Indique ¿cuáles de las siguientes proposicio 


35. Indique el valor de verdad de las siguientes 
1. Los puntos interiores de un polígono 


IL. Sila intersección de dos conjuntos no es un 
conjunto convexo, entonces ninguno de los 
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nes son verdaderas? 

1. Alguna reunión de dos conjuntos con 
vexos, es un conjunto no convexo. 

IL. Sea C un conjunto no convexo y L uni. 
recta, contenidas en un mismo plano, 
Entonces, L puede separar a C еп dui 
conjuntos convexos. 

Ш. La intersección de dos conjuntos con 
vexos es un conjunto convexo. 


Sea C una región cuadrada y Pun punto Р 


€ €, entonces С — (P) es un conjunto 


еа T una región triangular y Н su orto- 
tro, entonces T — {Н} es siempre un 


¡conjunto no convexo. 


intersección de un conjunto convexo 


Ayu B) iym onym ton un conjunto no convexo, es un con- 


D)L пуш E) Sólo Il unto no convexo. 


37. Indicar el valor de verdad de las siguien 
proposiciones: 
1. Sila intersección de dos conjuntos en i 
* conjunto convexo, entonces cada unu. 
los conjuntos son convexos, el valor de verdad de las siguientes 
IL. Sean A y B dos conjuntos convexos, Же. 
tonces A AB es un conjunto convexo. 
Ш. Una región triangular sin un vértice e| 


B)FVV C)VVF 
E) VFF 


lav intersección de dos conjuntos no con- 


essiempre un conjunto no convexo. 


conjunto convexo. 
Vintersección de dos ángulos congruen- 
A)VEF B) FVV C) FFF Ines un conjunto no convexo. 
D)WV. E) ЕРУ [sector circular, es un conjunto convexo. 


Indique el valor de verdad de las siguli 
proposiciones: 
1. Seubica P un punto interior del tridi 
ABC, por el P se traza una recta 1. Ш 
ces la recta L separa al triángulo 
conjuntos de puntos no convexo, 
Il Se dibuja una recta L, secante A nión de tres puntos forman un con- 
región circular. Entonces, la inter 
de la recta L con la región circular 
conjunto convexo. 
Ш. La reunión de una semicircunferti 
su diámetro, determinan un «wj 
convexo. 


38. 


A)VW B) VVF смт 
D) FEF E) EI 


42. Indique el valor de verdad de las siguientes 


43. Indique el valor de verdad de las siguientes 


44. 


A)VVV B) VFV C) VFF 


GEOMETRÍA 


proposiciones: 
L Toda región cuadrada sin dos vértices, es 
un conjunto convexo. 


П. La reunión de dos regiones triangulares 
no disjuntas, esun conjunto no convexo. 
Ш. La reunión de dos rayos, es siempre un 


conjunto convexo. 
A) VFF B)FVV C) VFV 
D)FVF E)VVF 


proposiciones: 

І. Епип plano P se dibuja una circunferencia 
Ж. Entonces, la circunferencia determina 
alguna partición de dos elementos en el 
plano? 

П. Toda región pentagonal, es un conjunto 
no convexo. 


Ш. El punto es un conjunto convexo. 


A) VFF B)FVV C) VEV 
D)FVF E)VV 


Indique el valor de verdad de las siguientes 

proposiciones: 

I. Por un punto del plano H, se trazan n 
rectas contenidas en el plano. Entonces, 
el número de conjuntos disjuntos conve- 
xos determinados sin considerar las 
rectas es 2n. 

П. Todo ángulo es un conjunto no convexo. 

Ш. Al dibujar una circunferencia en el plano 
H, entonces alguna partición del plano H 
tienetres elementos. 


D)VVF 


45. Indique el valor de verdad: 

С) Si Ay Bson dos regiones triangulares, en- 
tonces A су B puede ser un conjunto по 
convexo. 

(D Si a un círculo le quitamos un punto, el 
conjunto que se obtiene es un conjunto 
convexo. 

( ) La intersección de una recta y una cireun- 
ferencia puede ser un conjunto convexo. 


A)FVV 
D)VVF 


B)VFF C) ЕРЕ 


E) FFV 


Indique el valor de verdad (V o F) de las si- 

guientes proposiciones: 

L Alguna diferencia de dos conjuntos no 
сопуехоѕ es un conjunto convexo. 

П. Ninguno de los semiespacios separados 
porun plano, contiene a este plano. 

TII. Una recta secante a una circunferencia 
determinan en un plano que las contiene, 
una partición de cinco elementos. 


А) ЕУУ 
D)VEV 


B) FVF С) УУУ 


Е) УУЕ 


. Indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 

Т. Se tienen dos cuadrados en un plano, tal 
que se obtiene el máximo número de pun- 
tos de intersección. Entonces, en el plano 
si no consideramos los cuadrados, se de- 
terminan 9 conjuntos convexos disjuntos. 

. Si la intersección de dos conjuntos es un 
conjunto no convexo, entonces ninguno de 
los dos conjuntos es convexo. 

. Alguna unión de dos conjuntos no con- 
vexos, es un conjunto convexo. 


А) ҮРҮ 
D)FFV 


B)VVV C)VVF 


E)VVF 


MATEMÁTICAS II 


48. Dadas las siguientes proposiciones indii 
cuál (o cuáles) son verdaderas: 

1. Dada una recta L contenida en un plui 
H. Entonces, los puntos del plano que i 
pertenecen a la recta L quedan вер 
endos conjuntos disjuntos. 

. De la proposición anterior los conjunh 
disjuntos, cada uno de ellos es un conj 
to convexo. 

. De la proposición (1), los conjuntos 
juntos se denominan semiplanos. 


луп 
отуш 


В) Пуш 01, IL y HT. 


E) Sólo 111 


Tndique el valor de verdad de las sigul 
proposiciones: 
L Existen dos conjuntos convexos у 


donde (% ^^ E) езип conjunto com 


П. Si &', y ', son conjuntos no con 
entonces alguna diferencia ( 7, 


un conjunto no convexo. 
III. Alguna intersección de una circunlet 
yunarecta, es un conjunto convexo. 


А) УУУ 
D) ЕЕЕ 


B)VVF С) FVF 


E) FFV 


Indique el valor de verdad de las sl) 

proposiciones: 

L La intersección de dos planos, & 
junto convexo. 


siempre es un conjunto convexo 


B) FFF €) vin 


E) VW 


A)FVF 
D) VVF 


Conocer los principios y las leyes en base a los cuales se realizan las representaciones y 
- Sseanalizan las situaciones espaciales. 
_ Aprender a interpretar correctamente una gráfica tridimensional y una colección de 
- datos e informaciones respecto de figuras espaciales, 


LA OBRA GEOMÉTRICA DE APOLONI: 


ll Pappus debemos a Apolonio la clasificación clásica de los problemas geométricos en planos, 
Ly lineales según sean resolubles, respectivamente, con rectas y circunferencias, cónicas u otras 
superiores, que perseguía la idea de ajustar la envergadura de los 
lentos geométricos a utilizar a la enjundia de los problemas 
соз a resolver. 


Libros sobre Los Lugares Planos estudiaban lugares geométricos 
05 о circulares. Mediante un lenguaje geométrico moderno buena 
Libro I se puede resumir diciendo que la homotecia, la traslación, la 
la semejanza y la inversión, transforman un lugar plano en otro 
ho, En el Libro II aparecen dos importantes lugares geométricos: * 

Il geométrico de los puntos cuya diferencia de los cuadrados de sus 
а dos puntos fijos A, B, es constante, es una recta perpendicular al 


¡cométrico de los puntos cuya razón de distancias a dos puntos fijos 
Inte, es una circunferencia”, 


0 Secciones en una razón dada el único que ha sobrevivido además de siete de los ocho Libros 
Únicas, traducido por Edmond Halley del árabe al latín, en 1710 Apolonio resuelve diversos 
шелге problema: "Dada dos rectas y sendos puntos en ellas, trazar por un tercer punto otra 
Gorte a las anteriores en segmentos, que medidos sobre ellas desde los respectivos puntos 
In en una razón dada". 


0 Secciones determinadas, Apolonio plantea el problema siguiente: 
puntos A, B, C, D, sobre la misma recta, hállese un quinto punto P sobre ella, de modo que 
Ilo construido sobre AP y CP esté en una razón dada con el construido sobre BP y DP". 
! casos anteriores el problema es equivalente a la resolución de ecuaciones cuadráticas, con 
Iatan todas las variantes que se presentan en los datos y las correspondientes soluciones. 
Libros De las Inclinaciones, aparecen problemas sólidos y lineales donde se renueva una 
ааа por Arquímedes en Sobre las espirales, por ejemplo: "Dadas dos líneas y un punto, 
luna recta tal que las líneas dadas corten en ella un segmento de longitud dada". 


GEOMETRÍA 


llano H del espacio tridimensional separa a este 

loen dos conjuntos de puntos E, y E,tales que: 
Е,=0 

ПУЕ, son convexos 

IAcE,yBcE, -» AB intersecaal plano H 


MMC 


¡NOCIONES Y POSTULADOS FUNDAMENTALES | 
Recordemos que los entes geométricos fundamentales son el punto, la recta y el plano. Tanto la rei | 
сото el plano son conjuntos de puntos у el conjunto de todos los puntos es el espacio geométrico. 


La superficie plana o simplemente plano es aquella superficie tal que contiene íntegramente a la re 
determinada por dos puntos cualesquiera de dicha superficie. La superficie de las aguas tranquilas, la 
los espejos, la de las pizarras bien pulimentadas, etc; nos dan una idea aproximada de una porción 
superficie plana. Y si la imaginamos extendida indefinidamente en todas direcciones, tenemos la il 
de plano geométrico. : 
De la noción dada se deduce que el plano es ilimitado, pero en los dibujos se representa por medii 
figuras limitadas, como regiones poligonales, circulares, etc. Frecuentemente se utilizan regio Dres puntos no colineales determi 
р = егтіпап H 
paralelográmicas. d on puntos no colineales, moneen: A By Cda a T 


"uno de los conjuntos E, y E, se llama 


cio. el plano H se denomina cara de cada 
los semiespacios. 


Notación: Los planos se designan con una sola letra mayúscula y cuando sea necesario, para 


confusiones, con dos o más. 
> “4 istulado se desprende los siguientes teorema 


cta y un punto exteri, i i 
Plano Ho OH i P eriora ella determinan un único plano, alcual pertenecen. 


OBSERVACIONES ДИНЕ : 
— Los puntos de un conjunto están alineados o son colineales, si hay una recta que los coni 
a todos. Á” т 
А y 1 determinan el plano P 


— Los puntos de un conjunto son coplanarios, si hay un plano que los contiene a todos, 
I5 que se intersecan determinan un único plano, al cual pertenecen 


E. 


Una recta “r” de un plano H separa este plano en dos conjuntos de puntos H, y Hz tales que: 
а) H,0H,=9 

b) H, y H¿sonconvexos 

с) SiAcH, y BeH, > AB intersecaa r^ 


тї y n. determinan el plano Q 
liremos que un plano queda determinado 'ectas 
38 à ter por dos rectas paralelas. Desde 1 
Ber dona por definición en un mismo plano. Este es el us гю ie las 
о hay más que un plano que pase por la primera y un punto de la segunda. 2 


alelas determinan un único plano, al cual pertenecen”. 


Cada uno de los conjuntos H} y H; se denominan semiplano. 


Larecta“r” se llama arista и origen de cada uno de los semiplanos. 
H, y Hzse llaman semiplanos opuestos. 


хл „ллы 640 IE emer 


Si "a // Б ellas determinan el plano R 


641 
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z usis __ Setas en el espacio pueden pertenecer a un mismo plano (rectas coplanarias) o no pertenecer al 
Posiciones relativas de dos planos plano. 


Dados dos planos del espacio: as son coplanarias: 


a) Son secantes, si tienen una recta en común, es decir, la intersección de dos planos secan 
; la int 
) 3 


recta. 


OR y OS: secantes 


э gR^ DS = {АВ} 
|paralelos, si no se intersecan. 


b) Son paralelos, si no se intersecan. > 


Si OR // 05 
> BURoOcS-0 


| ПО son coplanarias, entonces no se 1, 
Й En este caso de denominan rectas 2 
(О eruzadas. 


“Posiciones relativas entre una recta y un plano. 


Dadas una recta y un plano: 


fura L; y T; son rectas alabeadas 


paralela a un plano cuando la recta y el plano no tiene: ningún punto en común. 


a) Larecta está contenida en el plano si tiene todos sus puntos comunes con él. 
до сопгепійа en un plano sea paralela a dicho plano, es condición necesaria y 


si Teon licha recta sea paralela a una recta que esté contenida en el plano, 
> A; B; C; D; ... € OH mm 
| Sea "a" una recta no contenida en el plano H 
Si'a // Бу сон 


b) Sonsecantessise intersecan en un punto. : 
э a // он 


k Si T ^ 9H = {P} 
> T' y ZH son secantes 


\ es paralela a un plano, esto no significa 


que dicha recta será paralela a todas las 


c) Sonparalelossi nose intersecan. 
L 


+ ee 
Si L // cH 


>T с бн =Ø 


que pase por al recta у que corte al primero, le 
a. 


^s paralela a un plano, todo plano 
gú una recta paralela a la recta dad: 
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¡BSERVACIÓN 


Sil; // oR; L, c GP y 
ОР o ОВ = (L5 


| "EF // АВ, entonces "0" es la medida del 
gulo entre las rectas que se cruzan AB y CD. 


>La 


Si dos rectas secantes de un plano son paralelas a otras dos rectas secantes de otro plano, ento 
ambos planos son paralelos. 


que se intersecan o se cruzan, serán perpendiculares entre sí, si el ángulo que forman entre 


а Л Así en la figura: a Lb y m i'n 


y 4 * Y 


En algunos cursos se usa el término 


ortogonalidad 
como sinónimo de perpendicularidad. 


3. Las intersecciones de dos planos paralelos con un tercer plano, son paralelas. 


perpendicular a un plano si es perpendicular a todas las rectas contenidas en el plano. El 
е, а su vez, perpendicular a la recta. El punto de intersección de la recta perpendicular y el 
А omina pie de la perpendicular. 
Si ор // 00 > AB // CD jura el punto “О” es el pie de la recta perpendicular L. 
L| -— 
| L L cH, siempre y cuando: 
c s EXC RUP S EI ERA 


Si la recta interseca al plano sin serle 
perpendicular se llama oblicua al plano. 


Es el ángulo determinado por dos rayos respectivamente paralelos a las rectas dadas y cuyo 91 
punto cualquiera del espacio. 


y 4 M Así, dadas las rectas alabeadas All 
N 


! recta sea perpendicular a un plano es condición necesaria y sufici icha recta sea 
а dos rectas secantes del plano. or 


тшш ОГАЕ y ON //CD, entonces “и” өй. d 
Sean m y n rectas no paralelas del plano H, si 


del ángulo entre las rectas que se crusa ттс 
LimyLin-LlZcH 


MATEMÁTICAS П DITOR ODO GEOMETRÍA 
La proyección ortogonal de un punto sobre un plano es el pie de la perpendicular trazada de dicho рш 
hacia el plano. 


CIÓN DEL TEOREMA DE LAS TRES PERPENDICULARES 


| 
| ^ La proyección ortogonal de una recta sobre un plano en el conjunto de puntos del plano que sun 
| proyecciones de los puntos de la recta sobre dicho plano. 

ZH : Plano de proyección 

PP" : Proyectante 

P' : Proyección ortogonal de P sobre ¿711 
ЛЕ? : Proyección ortogonal de AB sobre г) 
СО? : Proyección ortogonal de CD sobre ¿11 
N : Proyección ortogonal de T sobre Il 


| Сон 
El ángulo entre una recta y un plano, es el ángulo que determina la recta con su proyección en 
plano. {Л Datos: L LOH, L; COH y AB.L L; 


Por demostrar: x-90* 
En la figura 'L, es la proyección de 'L sobre el 
plano Н, luego “0” es la medida del ángulo entre 
larecta L y el plano H. 


* EnL, se ubican los puntos M y М, tales que MB = BN = a, luego los 
triángulos ABM y ABN son congruentes por el criterio (L — А — L), entonces: 
AM = AN = с. 

* Сото L; LOH; entonces L; L AM y L, 1 AN, los triángulos PAM y PAN 

son congruentes por el criterio (1. — A — L), entonces: РМ = PN = £ 


Si por el pie de una recta perpendicular a un plano, se traza otra recta perpendicular a una de li 
contenida en dicho plano, entonces toda recta trazada por el pie de esta última recta y Wil 
cualquiera de la recta perpendicular al plano será perpendicular a la recta contenida en dicho pl 


* Finalmente el A MPN es isósceles y PB es mediana, entonces también es 
D altura, luego PB 1 MN. 
o х=90° 


L 
г “р ses "Сі он (rail In entre dos rectas alabeadas es la longitud del segmento perpendicular a ambas rectas, cuyos 
е: 1 тепесеп uno a cada recta. 
ас он b 
Tia (da1) E BLF 
= i: a 
> ria (3ml) E 
toL Ж=90° аА 
Bea 


Entonces: АВ = d es la distancia entre 'a y b 


Suse 7 Е " MATEMÁTICAS II TORIA GEOMETRÍA 


Para calcular la distancia entre dos rectas alabeadas es recomendable fijar un plano perpendicular a V *  ÁngulodiedroF-AB-Ho 
de las rectas, a éste se le denomina plano de proyección. Luego la distancia entre las proyecciones de 
rectas dadas sobre dicho plano (distancia entre punto y recta) será la distancia buscada. simplemente diedro AB 


à *  ZXOY : Ángulo plano orectilíneo 
S C d iedro. 
Sean'a y b dosrectasalabeadas. кыа 
* 0: Medida del ángulo diedro. 


b 


Si P (punto) y c son las proyecciones de a y U 
sobre gH, entonces: 
PQ = d es la distancia entre а y b 


Segundo método 
Para calcular la distancia entre dos rectas alabeadas es recomendable fijar un plano perpendiculat. 
planos paralelos que contienen a estas rectas alabeadas. Dicho plano será llamado plano de proye 
Luego la distancia entre las proyecciones de las rectas dadas sobre dicho plano (distancia enli 
rectas paralelas) será la distancia buscada. 


Sean a y b dos rectas alabeadas conten 
los planos P y О (P // 20) 


Sea H un plano perpendicular al plano Q. 


Si m y n Cm // n) son las proyeccion trada si 0 = 90°, entonces: 2H 1 ОР 
"a y b sobre OH, entonces: 


АВ = d es la distancia entre 'a y W RVACIÓN 


\й recta es perpendicular a un plano, entonces todo plano que contenga a la recta será 
dicular al plano dado. 


En el gráfico mostrado Tes perpendicular 

al plano О, en el punto “О” y P es un plano 

cualquiera que contiene a L, entonces: 
gPlzQ 


Un ángulo diedro es la reunión de una recta y dos semiplanos no coplanarios que tienen dicli 
común como origen. La recta se llama arista del diedro y la reunión de la arista con спа 
semiplanos, es una cara del ángulo diedro. 


MATEMÁTICAS i DITORE B 7 GEOMETRÍA 


TEOREMA Е z EF 


Por demostrar: Sano) = 5(лвс) х cosa 


El área de la proyección ortogonal de una región plana sobre un plano es igual al produ 
área de dicha región son el coseno del ángulo diedro, determinado por el plano que conil 
laregión y el plano dado. 


* Como АА’ 1/7Q, entonces AA' L A'C y AA' L A'B 
Luego se traza A'H 1 BC, por el teorema de las tres perpendiculares 
АН 1 BC, entonces mZ AHA' = a. 

* Sean BC- b y AH =h, en el A AA'H: НА' =h x cosa 

+ Como los triángulos ABC y АВС tienen la misma base se cumple: 


Saso | AH — һ 


Saro AH hxcosa 


7 Sueno) = 5авс) cosa 


S : Áreadela región proyectada 
S, : Área de la proyección - 


a : Medida del ángulo diedro determinado por los planos H y Q 


DEMOSTRACIÓN DEL ÁREA DE LA PROYECCIÓN ORTOGONAL DE UNA REGIÓ 
GULAR, SOBRE UN PLANO, EN FUNCIÓN DEL ÁREA DE LA REGIÓN PROYEC 
MEDIDA DEL DIEDRO FORMADOO POR ELLOS. 


0 SiÁrea de la región contenida en el P 
S, : Área de la proyección ortogonal de la región de área S sobre el JQ 
а: Medida del ángulo diedro formado por los 7 P y IQ 


Medida del Diedro РВС - Q : à, 


А A'BC es la proyección ortogonal 
sobre el/7Q. 


MATEMÁTICAS II D оро GEOMETRÍA 


EJERCICIOS DE APLICACIÓN 


1. Según el gráfico calcule la longitud de la 4 Calcule ABsiA € Z7Fy B c 7 H; además 
proyección ortogonal del segmento AB el diedro PQ mide 120°. 
sobreel plano H (A e Н) 


| а 5. Halle el área de la proyección ortogonal 
І dela región triangular ABC (A; В; Се 11] 
| 2. Halle la distancia entre О y el punto medio sobre el plano О. 

deAB 


Sea "M" el punto medio de AC 
АВС: АМ = MC = ВМ = 6 
Piden: PM-x 


Como PB LA ABC: 
mZPBM = 90° 


Luego en el APBM: 
4^Ax-10 


6. Calcule el área de la región trianguli 
ABC si la región ABD es su proyeccl 


ortogonal (Sapp = 5V3 m?) 


Se pide la distancia “A” hacia QC ; (х) 
Se traza AC (AC: diagonal del cuadrado) 
АС = 2/2 


655 


TE 


Resolución: 


MATEMÁTICAS Il E А Э x GEOMETRÍA 


AQAC: Teorema de Pitágoras 
Qc? - 2? + (2/27 
Qc =2/3 

AQAC: Relaciones métricas 
(2)02//2) = (Vx 


246 
ЫЕ? 


Ѕеа: "P" un plano que contiene а АВ, 
IN LoP (I: Incentro del AABC) 
CH. ор (CH = 10) 


Se pide “x” 
Por semejanza de triángulos: 
hb. d 
Io men cU а) 
AABC (teorema del Incentro) 
m 6ke8k 7 n. 5.3 
78 7 men 7+3 10 


Piden: mZACM - x 
Como ABCD es un rombo; entonces: 
AO=0C=a; BO-OD y ACLBD 

Dato: BD = J2(AC) + BD=2a/2 
Entonces: OD = ОВ = а/2 = OM 
Como АМ 1 ОАВСР ; entonces mZMAC = 90% además: 

АМАО: МА=а 

AMAC: АС = 2(АМ) = 2а 
53° 


MATEMÁTICAS II 


| x le 


Se traza СМІ ОР: 
a: medida del ángulo entre TD y el 7 P 
x: medida del ángulo entre AC y el g P 


mZCDN = a = mZABC ,....... (dato) 


Se traza CM АВ (CM // NA) 
СМ = AN - b 


Luego se observa que ABMC  ADNC (A- L.— A) 
CM -CN-b 


Finalmente en el AACN: (AN = CN = b) 


м хе 45° 


GEOMETRÍA 


Se traza ОН 1 АВ ; entonces: 
АН = НВ = 3 


mZBOH = EL E: 37* 


ABHO (es notable de 37° y 53°): OH = 4 
Como OP 1 270 entonces: 
mZPOH = 90* y PH = 4/2 


Teorema de las tres perpendiculares 
1" POL OQ 


2^:OH.LAB 
3": PH.LAB 


_ (G2) 
2 


Finalmente: 5, 


„ =12/2 


и 
" 


Resolución: 


MATEMÁTICAS П 


Piden: CD=x 


Se traza DH.LAB entonces: 
DH OP - mZDHC= 90° 


АРНО (notable 30° y 60°): 


OD-4 >0H=2 y HD= 2/3 


Teorema del coseno en el AHOC (mZCOB = 60° y mZCOA = 120°) 


a? = P +4%-22)(4)c05120" = 28 


Por teorema de Pitágoras (ACHD) 
х®= a? « (2/3) 

ES 
EJ 


х2 =28 +12 


о GEOMETRÍA 


Piden: Къу 5 


Se forma el rectángulo ABTN: 
TN =10 y AN-8 
АРАТ (РМ = NT = 10): 
mZTPN = mZPTN = 45* 
АРАН: АН -AP-2,HB-8 у НО =3 
АРНО se observa que: 
DO = 5, HO = Зл mZDOH 


Entonces éste es un triángulo rectángulo notabl 
DH-h-4^4mZDHO = 90° 


Como el plano del semicírculo es perpendicular al plano del rectángulo y 
DH.LAB ; entonces: 
DH 1 2АВТМ 
Finalmente por fórmula general: 
(Ph 
$2— 
2 


500/24 
2 


4 $-20/2 


MATEMÁTICAS 11 


Sea: к= 4n 


“AB corta a las prolongaciones de UT y UR enEyD. 
EQoPT-(F) у DONMR=(G) 


ЕТ = ВТ = АВ = К = 2п = E 


Piden: Fd cen 


Ahora note que el polígono ABTUR es la proyección ortogonal del pull 


ABFQG; entonces: 


Astur 7 Sy cos а) 


Siendo 0: medida del diedro que determinan dichas regiones (QU | (1 
ОСІ AB ; entonces QC L AB) 


ADEU: UC=3/2n 


Luego se deduce en: 


ACUQ: CQ=vJ3án ^ coso- 3007. 3. 


Haciendo un gráfico adicional де la base STUR; observe que: 


7 
Хавт ces 


T ^ 
pa 
s пт) 


k 


FinalmenteenI: Lk?=S. 


GEOMETRÍA 


Se pide: 5 (gas) = S, 


Por dato el perímetro del hexágono es 12. 
Entonces el lado del hexágono es 2, además: АР = /6 
APQR: PQ-QR-2y m2Q=120% > РА = 2/3 
ISAP: AR = (NS) 6^ 2 AR=3V2 
Borelfeorema de las tres perpendiculares: 

APL OH y PRLRS; 


Entonces: mZ ARS = 90 


luego: 5, As 


4 5,=342 


GEOMETRÍA 


MATEMÁTICAS li 


| „© 


Se prolonga BC у BT hasta Q y se traza AQ 


Se pide el ángulo entre FI y ЕС Los planos ABC y AB'C' se han prolongado, hasta cortarse en AQ 
Sea: Bl-1-»1Dz3 (Pordato) 
Además: 10; -1; A0, =О,С=2 y AE- 2/2 
En el ACAE se traza; OM // CE y se deduce: 


АМ = ME- у2 y MO, = /6 


En el ABB'Q ( CC : Base media) 
BC- CQ y ВС = CQ = 12 


AAC'Q: mZC'AQ = mZC'QA = 30° 
(No olvide que el AAB'C' es equilátero) 


Se ubica el punto N en FO; tal que ЕМ = 1; entonces: 
ON//TF y IF- NO, -3 
Se pide: mZMO,N = х 
Realizando cálculos еп: 
AEON: ЕМ = V5 
AMEN: MN= /7 
АМО: Teorema del coseno 
V7? - J6* +3? - x3) (V6) cosx 


246 
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Luego: mZB'AQ = 90° 


"Teorema de las tres perpendiculares. 


la: BB'L0AB'Q 
2a: B'A LAQ 
За: BA LAQ 


Se tiene entonces que los planos ABC y P determinan un diedro que mide igual 
que el ángulo В'АВ, o sea "x". 


ABB'A (Notable de 45° y 45°) 


х = 45° 


CE 


GEOMETRÍA 


Ln А Y MATEMÁTICAS Il 


а) Ubiquemos L; yT; en los planos paralelos P y Q 


Resolución: 


1. FALSO (F) 
Si A є 70. Toda recta que pasa por A y corta a L, no corta a Ly. 
2. VERDADERO (V) 
V A, 3 una recta que pasa por A y es perpendicular al IP y OQ y por 
lo tanto es perpendicular a L, y Ly 
3. FALSO (F) 
Si A є 70; 2 recta que pase por A y sea paralelo aL, yL,2 la vez, 
b) 1. FALSO (F) 
La doble implicancia es verdadera cuando cada implicancia es verda- 
dera, analicemos lo siguiente: 
almyaln>miMymiN 
En el gráfico siguiente se aprecia su falsedad. 
a 


Se pide; mZMON =x 
Sea: АВ = AD = 2а 
Se traza ОН L AD ; entonces: 
OH =а = AH = НМ = НМ y 
mZOHM = mZOHN = 90° 
Haciendo cálculos еп: 
AOHM: ОМ = ау2 
AOHN: ОМ = ay/2 


Sea: mMN =a 
Por ángulo exterior: 


Ahora se observa que no necesariamente m LM y n № 
2. VERDADERO (V) 
mcM...(a); HEN... (B) y m//n...(0) 
5 De (В) y (0): m//N 
Ahora como с N: 
mna=4) 
De (a) y à c M se deduce que: її //3 
2//m//n 


Entonces: MN = а/2 
Finalmente AOMN: Equilátero 


3. FALSO (F) 
En el gráfico siguiente se aprecia su falsedad. 


MATEMÁTICAS II 


VERDADERO(V) 
Sea A, B, C y D los puntos. 


* EIL. de los puntos equidistantes de A y D es el plano perpendi 
AD que pasa por su punto medio. 

+ La intersección de estos lugares geométricos es un punto, el 
buscado. 


Punto medio P equidista 
de A, В, Сур 


2. FALSO (F) 
Esto es verdadero sólo si L es paralela a P. 


GEOMETRÍA 


No necesariamente a c ОР v ас gQ 


VERDADERO (V) 
Observe el gráfico de la solución del problema 14а; el 7P es el único plano 
que pasa por Ty yes paralelo aA E 


FALSO (F) 


No necesariamente L, // L; 


FALSO (F) 


Mar y'L //00 


No necesariamente /7P y ØQ no son paralelos 


FALSO (F) 


Y ору Ty //0P 
00 MX ОР v 00//0P 


MATEMÁTICAS II 


Resolución: 
lución: Se pide: mz EOF = x^ 


Por dato: p 


AC es la distancia entre los segmentos alabeados AB y CD 
— AC L AB y AC LCD 

Se traza CE // AB y ВЕ// АС — СЕ = 8yBE = 10 

Por dato AB y CD forman un ángulo de 60° — mZ ECD = 60° 


A ECD; teorema del coseno: ЕЮ? = 8? + 10° -2x 8x 10 x cos 60 


Comolostriángulos ABD y CBD son equiláteros sean sus lados de medida dos. 
> Ор=1; OC- V3 y CD=CF=ED=EF=2 


ээ ED'-112 
2 
Es. BED, teorema de Pitágoras: x^ = 10? + ED? ES. FCO: FO? =2®+./3° > FO- 7 Ё EDO: EO? - 1? «2? pO - JS 
112 TARA 
A BOB: созх = УА 5 = 4 
х= 245.47 тет 

Cs em ш 

$ IR AYRES Сисшаг PD 


Resolución: 
Sea: AC = BD = d y BO = m. Aplicando el teorema de la mediana 
d 2 а? 
ЛАРС: 5° +3° = 2m t ABPD: 42 +х2 =2т2 Ыг 
Luego: 42 +х2=52+32 х=3/2 
A 668 ПЕ с ус сщ 


S MATEMÁTICAS II 


Se pide: BB'=x 
Sea: L; // L; entonces ОО' LOP 
Se traza AR 17Р y BS LoP >00'=AR=BS=4 
ES ARA': A'R=3 
ABOS: — Por base media SB'=2(A'R)=6 
EXBSB: Teorema de Pitágoras 

х2=42+62 nx-2/13 m 


| Dos rectas que no tienen punto común. 
son paralelas. 
"Dos rectas que no tienen punto común 
on del mismo plano. 
as rectas paralelas son coplanares. 
as rectas paralelas se intersecan. 


figura, el triángulo equilátero LMN está 
en la circunferencia cuyo radio mide 
РМ = 2(MN) y PM perpendicular al 
lo que contiene a la circunferencia, el 
| en em? de la región que encierra el 
lo PLN, es: g 


Resolución: 


1539 


Iferencia entre las proyecciones de un 
lento AB sobre un plano P y sobre una 
perpendicular al plano, es igual a 7cm. 
iegmento mide un centímetro más que 
oyección sobre P ¿Cuánto mide el 

AB? 
В) 10ст C) 11/2cm 
E) 12/2 cm 


los rectángulos ABCD y ABEF 
un diedro de medida 120°. Si 


Sea “Ө” la medida del ángulo diedro F = 4cm y CM = MD = 1сп. 


Por dato: BC = B'C^ 
Se traza A BCR // A B'C'A' 
Luego: mZ BCR = 90 (Teorema de las tres perpendiculares). 
mZ C'B'A' = mZ CBR = 45 > СК = a 
BARC: coso= Se 

Уз 


д созӨ=2= 
созө= 77 


GEOMETRIA 


Desde un punto R exterior a un plano, se 
ага las oblicuas PA y PB (A y B sobre dicho 
plano) formando ángulos de 30° y 45°, 
respectivamente con el plano. Si РА = 6. 
Calcule PB. 


A)5cm 
D) 11 cm 


B) 7 ст C) 6 cm 


E) 3/2 cm 


Se tienen dos segmentos AB = 12 y CD = 16, 
los cuales son ortogonales. Calcule la 
longitud del segmento que une los puntos 
medios de ACy BD. 


A)14 B) 16 C) 13 
D) 5/2 E) 10 


En un plano P se encuentra una circunferencia 
de centro “О” en la cual se traza una cuerda AB. 
que dista 2cm del centro. Por A se levanta la 
perpendicular АЕ al plano В tal que AE = 
4cm, si AB = 8cm. Calcule EO, 


A)18 B)2 04 
D6 E) 10 


Si АВС es equilátero; CQ es perpendicular al 
plano del triángulo ABC y CQ — 3. Calcular 


elárea dela región triangular АВО. " 
А) 2/21 

B) 22 

o Ya ДЕБЕ: 
D) 6 А 

E 8 


Un cuadrado ABCD y una semicircunferen 
cia de diámetro BC están ubicados en planos 
que forman un diedro cuya medida es 60, si 
P es un punto de la semicircunferencia, mBP 
=mPCy AB = 2. ¿Cuánto dista P de AD? 


A3 в) уз 02/3 
D) 343 E) v6 


10. 


ff. 


12. 


13. 


14. 


Del gráfico, las regiones triangulares ABD y 
ABC se encuentran en planos perpendi 
culares Si AB = 6. Calcule la longitud del 


segmento que une los puntos medios de AD 
y AC. 


D 
А 4 
B) 3 A 
с) 6 
D 7 BÉ 
E 8 


c 


En una mesa se coloca perpendicularmente a 
ella una lámina rectangular, la altura y la 
base de la lámina miden: a y b respectiva 
mente. ¿Qué relación existe entre las 
longitudes, de tal manera que si la lámina 
empieza a girar sobre su base, la proyección 
sobre la mesa en algún momento sea una 
región cuadrada? 


Аа = ү2 
Da<b 


B)aeb C)ja-b 


Е)а>Ь 


Se tiene un triángulo ABC recto en B; se 
traza BP perpendicular al plano del 
triángulo; si ВР = 3 y АС = 8. Calcular la 
distancia de P al punto medio de AC 

B) 347 ©) 2/34 
E)8 


A)6 
D)5 


Se tiene un triángulo rectángulo АОВ recto 
en O se traza ОМ perpendicular al plano que 
lo contiene; si OA = OB = OM = 2. Calcular 
elárea de laregión triangular ABM. 


А) 3 V6 B) 242 


D) 6 


9243 
E) 347 


Se tiene un rectángulo ABCD y un triángulo 
equilátero ABQ ubicados en planos perpendi 
culares; si el ángulo entre QC y el plano del 
rectángulo mide 30 y ОС = 2 3. Calcular el 
área de la región rectangular ABCD. 


в) 6/3 0246 


E) 443 


А) 442 
D) 3/5 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


MATEMÁTICAS II 


n la figura. Calcular el área de la 

sombreada, si el semicírculo y el 
lo ABCD se encuentran en planos 

'rpendiculares, АВ = 2BC y MN = MO. 


En un paralelogramo ABCD se ubican 
puntos medios M y N de BC y 
respectivamente, tal que DM ^ BN = (1). 

traza EF perpendicular al plano que conli 

el paralelogramo ABCD. Si EC = 6 y KI «| Г 
calcular AR. 


A) 2413 
D) 15 


B) 942 


С) 12 
E) 10 /4 


Sean las rectas alabeadas АВ у D, sl f 
АС la distancia entre ellas, АС = 6 y BD 
Calcular la distancia entre los puntos mii 


n2 2, 
Brus R^(415 + 2/5) 
de АВ y CD. a а 


y К2051 - 2/17) 


^) 413 B) 2410 с) 241 
D) 4/10 Е) 2 I 


д2 
S 8132417) E) кыны 
] 


Se tiene el romboide ABCD, se 114 
perpendicular al plano del топі 
РА = 6; РС = 12; BD = 10 y AB = d 
Calcular la medida del ángulo entre MË 


un plano H se encuentra un triángulo 
Пагего ABC de incentro "I"; por "I" se 
А IQ perpendicular al plano Н, tal que el 
ПЕШО АВО es equilátero. Calcular el 
del diedro AB. 


B)30* С) 40% 


E) 59° 


А) 60° 
р) 37° 
; B) 1/3 С) 1/4 


Е) 2/3 
En la figura: ОР 1 7H. Calcul 

región triangular APB, si PO icircunferencia de diámetro АВ y 
mAB = 60°. gulo rectángulo ABL recto en “В” 


P hcuentra en planos perpendiculares, 
FE Ose ubica el punto “S” en el arco AB, tal 
» Ws m 106° y АВ = 2BL = 10cm. 
© 2/9 
D 5i lem . В) /ólem О) J/7icm 
E) y1972 A. Р E) V91 em 


Hs siguientes afirmaciones indicar 
idero (V) o falso (F). 

rectas se encuentran contenidas 
planos paralelos; entonces dichas 
ctas son alabeadas. 
'un plano se encuentran contenidas 


) rectas; entonces estas pueden ser 
labeadas. 


En una semicircunferencia de diii 
se ubica el punto "S" tal que mA =. 
luego se traza SL perpendicular al jil 
la semicircunferencia, donde 1% = 
AB = 4cm. Calcular el área de |; 
triangular LBO (O punto medio de: 


2 2 | dos rectas forman ángulos de igual 
A) сш? В) Vem? 0) Mida con un mismo plano; entonces 
D) 2/2cm? D thas rectas son paralelas. 


24. 


25. 


6731 


GEOMETRÍA 


A) VVF 
D) FFV 


B) VFF C) VFV 


E) FFF 


Un cuadrado ABCD de centro O y un 
triángulo equilátero OPC, se ubican en 
planos perpendiculares. Calcular la medida 
del ángulo formado por DG y el plano del 
cuadrado, siendo G baricentro de la región 
triangular OPC. 


415 


A) arc cot 15 B) arc cot ETA 


415 


С I 
) arc cot 5 


У15 


D) arc cot 2 
) айд. 


E) arc cot. xis 
30 


El cuadrado ABCD y el semicírculo se 
encuentran en planos perpendiculares 
mAM - mMB. Calcular el área de la región: 


MCD,siAB = 24/5ст, 


M 
c 
А D 
A) Sem? B) 8cm? C)10em? 
D) 5/5cm? E)10/5cm? 


De las siguientes proposiciones, indicar si 

son verdaderas o falsas: 

( ) Si dos rectas son alabeadas con una 
tercera, entonces estas son alabeadas. 

С ) Dadas 2 rectas paralelas, entonces se 
pueden trazar otras 2 rectas paralelas 
que sean secantes a cada una de ellas. 

C ) Si por un punto exterior a un plano, se 
trazan dos rectas paralelas al plano, 
entonces el plano determinado por ellas 


es paralelo al primero. 
А) VWV B) FVV C) FFV 
D) VFF E) FFF 


27. Se tiene un cuadrante АОВ (АО=ВО=2/5) 

y un triángulo equilátero OBC ubicados 

en planos perpendiculares, calcular la 

distancia entre AP y la proyectante de C 

sobre el plano del cuadrante (P є AB) 
sabiendo que mPB=37". 


09 
E2 


A)3 
D)4 


B)6 


28. Indicarlaafirmación incorrecta: 


A) 2rectas paralelas determinan un plano 

B) 2puntosno determinan un plano 

C) 2rectassecantes determinan un plano 

D) 3 puntos no colineales determinan un 
plano 

E) 2rectasalabeadas determinan un plano 


29. Seaun segmento de recta AB perpendicular 
a un plano P (B є P) y el segmento EF en el 
plano P Si por el pie B se traza una recta L 
que pasa por E (L 1 EF) y otra recta L, que 
pasa por los puntos A y E. ¿Qué podemos 
afirmar de las rectas L, y la recta que 
contiene EF? 


Son rectas coincidentes 

B) Son rectas perpendiculares 
C) Son rectas que se intersectan 
Son rectas que se cruzan 

E) Son rectas paralelas 


Dado un cuadrante АОВ deradioR,se ubica 
un punto P exterior de modo que los 
triángulos ОРА y OPB son equiláteros. 
Calcular la mínima distancia entre OP y AB. 


B) БЫА o B% 
E БА 


En un triángulo AOB recto еп О, 
AB = 2AO = 4и. Si OM es perpendicular al 
plano del triángulo y la medida del ángulo 
diedro O AB - M es igual a 60°. Calcule OM. 


A) R42 
D) вз 


31. 


03 
ES 


Al 
D)4 


B2 


32. 


33. 


MATEMÁTICAS II 


n la figura mostrada el ángulo diedro 
MN-Q mide 60°. Si AB = би, AC = 4u 
= 12u, entonces la longitud de CD 


Por el baricentro “G” de una regl 
triangular ABC, se traza GP perpendicular 
plano del triángulo, tal que AC = GB. 51"! 
es punto medio de АР yla mz АРС = 048 
Calcular la medida del ángulo entre GM y M 


C) 45" 
E) 108" 


А) 36° 
0) 72° 


В) 54° 


Dados los rectángulos ABCD y АВЕЕ ubici 
en planos perpendiculares, los segmentos M 
3; BE = 4y EF = 5 V3. Calcular la mel 
del radio de la circunferencia inscrita ef 
triángulo formado porlos puntos D, E y li 


ICD y ADEF son dos cuadrados contenidos en. 
inos perpendiculares, Р es un punto interior al 


Šo- ZA o ABCD, tal que ЛАВР es equilátero у Q 
o de la región cuadrada ADEE Si AD — a 

©З +1 des, entonces la longitud de PQ (en u) es 

E. Рр 

D) 5642-1) 403-1 


BaJ3-48 С) md 


En la figura, P y Q son 2 pl 
perpendiculares, MN es un segmento ШЇ 
M e PyN e Q, si MN = / unidades, là 1 

del ángulo entre MN у О es igual a А 
medida del ángulo entre MN ур es | 
30”. Calcule la distancia entre MN y 


Е) ауз 


duzca el valor de verdad de las siguientes 
maciones. 
i j| lugar geométrico de los puntos equidis 
Jantes de las caras de un diedro es el 
Б ЖАРА plano bisector del diedro. 
La magnitud del ángulo plano de un 


в) N37 Я diedro depende de la posición del vértice. 
y^ 5 rectas alabeadas siempre se les 
o ec еде contener en planos paralelos. 
s planos que se cortan forman diedros 
D) 74 idyacentes suplementarios. 
E) GZA A B)VVVV C) РУУ 
1 V E) FFFV 


' 
Las rectas L, y L, se cruzan ortogonal 


es perpendicular común entre ambas АЙ! 
BO c Ly Mes puntomedio de Pi 
siPa?+AB?+BQ*=32u". Calcule 


B) 2/2 


D es un paralelogramo contenido en el 
0H y V es un punto exterior. Si AC ^ BD 
M es punto medio de AV, N lo es de BC 
* VC = CD. Calcular mz MON. 


св ^ B) 90° C) 120° 
DT Ф Е)60° 


А4 
D) 2/3 


cmwuemuencumemcmmeew eme som r  exevexeme meet 


41. 


GEOMETRÍA 


Sea AB un diámetro de una circunferencia. 
Se construye el segmento AC perpendicular 
al plano de la circunferencia y se trazan los 
segmentos CB y CP, siendo P un punto 
cualquiera dela circunferencia. Desde a se 
trazan AQ 1 CB y AR L CP tales que Q e TB y 
R e CP. ¿Cuáles de las siguientes 
proposiciones son verdaderas? 

1. mZCPB=90> 

П. (CR) (CP) = (CQ) (CB) 

Il. mz СОВ < 90 


А) 56101 
D)Iyu 


B) Sólo Il C) Sólo III 


E)LITyII 


Se tiene un triángulo equilátero ABC, AB — 
considerando el lado AC como eje de giro 
se rota el triángulo ABC hasta que el vértice 
“B” alcance la posición B, tal que el diedro 
que determinan los planos que contienen a 
los triángulos ABC y AB,Ces recto, si BH es la 
altura. Calcular la distancia entre los 
baricentros de los triángulos BHC y CHB, 


А)2 
D)1 


B)3/4 03 


E) 3/2 


Los rectángulos ABCD y ABMN forman un 
ángulo diedro cuya medida es a; sobre 
ambos rectángulos definimos sistemas de 
coordenadas de origen en el vértice A, tal que 
АВ se encuentra se encuentra en el semieje 
positivos de abscisas; AD y AN sobre los semi 
ejes positivos de ordenadas. Tomamos los 
puntos P (5; 2) sobre el plano ABCD y Q (2; 
1) sobre el plano ABMN. Calcular las 
coordenadas del punto R sobre AB, tal que la 


distancia PRQ sea mínima. 

A) (3;0) В) (4; 0) 

С) (5;0) 

D) (4sen a; 0) E) (4ѕеп (a/2); 0) 


En el cubo ABCD — EFGH de arista V5, P es el 
centro de la cara ABFE. Calcule la distancia 
entre las rectas que contienen a PG y AE 

© 5 

E) 10 


A)5 
D)8 


в)3/5 


del cubo con el plano que contiene a los puntos 
medios delas aristas ER FG, AB y BCes: 


w 


2 


2 
шю юе 


En el cubo ABCD - A'B'C'D', M es punto 
medio de AA”, P es punto medio de CD". Una 
hormiga está en el punto M y se dirige hacia el 
vértice C, luego al punto P y finalmente al punto 
M. Si £ esla longitud de la arista del cubo. ¿Cuál 


esla mínima longitud que caminó la hormiga? 


AQUI +41045) 
в) 2/(1+ 5) 


© $5) 
D) ¿(1+V10) 
8 (7 45) 


Un joven está practicando paleta frontón. Se 
encuentra a una distancia de 3 m de la pared 
de juego. Inicia su práctica golpeando la 
pelota con tal intensidad que está toca la pared 
a una altura de 4 m y retorna sobre el área de 
juego sin que el joven pueda reaccionar para 
alcanzar tocando el piso a una distancia de 5 m 
de la posición inicial del joven. ¿Qué distancia 
separa el lugar de impacto en la pared del 
lugar del choque dela pelota en el piso? 
Considerar que la pelota es lanzado de frente y 
con efecto (traslación o rotación). 


A) dim 
D) /53m 


В) 47 т C) /59m 


E) /бїт 


MATEMÁTICAS II 


44. Elcosenodelángulodiedroqueformalabase 47. Dos rectas АА” y BB” se cruzan y foru 


entre sí un ángulo de 60°. Si AB esla minli 
distancia y AA" b. Calcule Й 
longitud ед В”. 
А) Na? +b? 
с) Va? +b? «ab 


D) Va!.2b^-ab E) 24^. 2M 


En la figura se tienen dos rectángulos АЙС) 
ABMN que forman un ángulo diedro, 


B) ү2а2 +b” 


sena. cosa. 
Вап Т cosa. send 
sena 
14cos0 
cosa 
1+sen0 


tana 


E)tan В= 
Йел а M 


Se tiene las rectas alabeadas AB y 

AC la distancia entre ellas, tales que 
BD = 6. Calcular la distancia entre los | 
medios de AB y CD 


Суап p= 


D)tan р= 


A) 417 B) 419 
D) V23 [DE 


Se tiene un cuadrado ABCD cuyo ladik 
З, se traza en un mismo ѕетіеѕрасіо. 

perpendiculares al plano del сайи 
=2 y CQ=3. Calcular la medida dol dj 


Poliedros y arte 


giedros han sido utilizados en muchas épocas de la historia como elementos decorativos. Sirva 
lemplo el objeto de la época romana que ilustramos en la figura de la derecha. 


uizás el período histórico en el que la conexión entre arte у poliedros ha sido realmente 

ha sido el Renacimiento. Muchos de los grandes artistas de la época utilizaron los poliedros 
in instrumento para desarrollar ciertas técnicas relacionadas con la perspectiva. Esto supuso el 
Imiento de algunos nuevos poliedros o el redescubrimiento de otros que habían quedado en el 
Éste es el caso de Paolo Uccello (1397-1475), pintor florentino e importante mosaiquista, o de 
Ша Francesca (1410 -1492), pintor renacentista cuyas técnicas sobre la perspectiva fueron 

y atribuidas posteriormente a Luca Pacioli (1445 -1514). En su principal trabajo "De Divine 
lone" de Pacioli, incorporó los maravillosos dibujos poliedrales de su amigo Leonardo da Vinci 
I inferior izquierda) de indudable belleza y realismo, algunos de ellos tomados de modelos 
en madera. Estos modelos fueron interesantes objetos para aplicar las técnicas relacionadas 
spectiva. 


h son de esta época (1520) los famosos mosaicos elaborados con maderas de diversas 
des elaborados por Fra Giovanni y en donde se muestran poliedros o esquemas de poliedros. 


ela alemana Renacentista, algunos de sus más famosos artistas han usado estructuras 

les en sus trabajos. Este es el caso de Albrecht Durer (1471 — 1528), autor de "Melancolía", 

Ie representa a un frustado pensador sentado al lado de un romboide truncado, al que se le han 

diferentes interpretacio-nes; otro exponente de esta escuela lo encontramos en el orfebre 

1 (1508-1585), uno de los más creativos artistas poliedrales tal y como vemos en la figura de la 
ior derecha. 


Grabados de Leonardo Da Vinci Escultura Jamnitzer 


Figura geométrica que está determinado por la reunión de tres regiones angulares no coplani 
consecutivas y de vértice común. El vértice común es el vértice del ángulo triedro, los lados del Ай 
son lasaristas y pertenecen a dos caras del triedro. 


VÉRTICE 


MEDIDA DE респ ям 
UN DIEDRO TRIEDRO O-ABC 
1. Entodotriedro la suma de las medidas de sus tres caras está comprendida entre 0" y 300". 


MATEMÁTICAS Y 


DRO 


ARISTA 

ELEMENTOS: 

Vértice : O 

Aristas : OA, OByOC. 
Caras : AOB,BOCyAOC 
Diedros : diedro OA, diedro OB y diediy 


En todo triedro se cumple que la medida del de una cara es menor que la suma de las 
de lasotras dos y mayor que la diferencia de las otras dos. 


En todo triedro se cumple que la suma de las medidas de sus tres diedros está comp 
entre 180^ y 540° 


En todo triedro se cumple que a mayor cara se le opone mayor diedro, y viceversa, 
> ө x>y | 


En todo triedro se cumple que a caras de igual medida se le oponen diedros de igual I 
viceversa. 


GEOMETRÍA 


{ЕМА DE LA DESIGUALDAD TRIANGULAR CON LAS MEDIDAS DE LAS CARAS DEL 


Datos : * mZBOC-a;mZAOC- b y mZ АОВ = с. 
* a»b»c 
Por demostrar: b-c«a«b«c 


+ Como a > с, ubicamos los puntos P en OB, Q en OA, R en OC y S en PR, 
tales que : mZPOQ = mZPOS - c y OQ = OS - m 

+ Luego los triángulos POS у POQ son congruentes por el criterio (L — А ~ L), 
entonces РО = PS = n, sean QR = k; SR = ry OR = t. 

+ Enel A РОВ por existencia del triángulo, se cumple: 

n+r<n+k > r<k 
+ Observando los triángulos SOR y QOR por el teorema de correspondencia. 
Si r<k > a-c<b 

Luego: a<b+c co. (1) 


Análogamente: b<a+c 


De (D y (ID: 2 Ъ-с<а<Ь+с 
679 Тыр 


ANNY š MATEMÁTICAS II ITOR ROD GEOMETRÍA 
Losángulos triedros, según las medidas de sus caras son: 
TEOREMAS 


1. TRIEDRO ESCALENO.- 


Sus tres caras tienen diferentes medidas. 


Ф H es el ortocentro del triángulo АВС 


2. TRIEDRO ISÓSCELES.- 
Tiene dos caras de igual medida. 


3. TRIEDRO EQUILÁTERO.- 
Sus tres caras tienen igual medida. 


^ HEEE 


Una de sus caras miden 90% 


5.  TRIEDRO BIRRECTANGULAR.- 
Dos caras miden 90? y diedros opuestos miden 90° 


ilo triedro polar o suplementario de un ángulo triedro dado es aquel que se obtiene al trazar 


Ejemplo: 0 interior al triedro dado tres perpendiculares a cada cara, 


A 


* Еп la figura podemos observar un triedro birroch 
cuyas dos caras miden 90? así como sus diedros opi 


iriedro O - ABC y su triedro polar O'- A B' C’, luego se cumple que la medida de las caras de 
s suplementario de las medidas de los diedros del triedro polar. 


6. TRIEDRO TRIRRECTANGULAR.- 
Sustres caras miden 90? y sus tres triedros miden 90° 
W 


* En la figura podemos observar un triedro trii 
cuyas caras у diedros miden 90° 


MATEMÁTICAS I! GEOMETRÍA 
liedro será convexo si una recta secante a su superficie determina en ella sólo dos puntos de 
ección. Si la recta secante determina en la superficie poliédrica más de dos puntos de 


lección, poliedroserá n { 
Se llama superficie poliédrica а la superficie no plana determinada por la reunión de cuatro ў pP ome 


regiones poligonales planas no coplanares de modo que cualquier par de regiones poligonales, la 
caras, tienen en común a lo más un lado llamado arista. Un poliedro es la reunión de una suj 
poliédrica con todos sus puntos interiores. 


Se llaman ángulos diedros del poliedro a los determinados por las caras que tienen una arista con 


Se llama diagonal de un poliedro al segmento de recta que une dos vértices no situados en unn ў 
cara. 


Por área de un poliedro se entiende la suma de las áreas de todas sus caras, y por volumen de un jil 
la porción de espacio que ocupa el mismo. 


dro convexo el número de caras aumentado en el de vértices es igual al número de aristas 
ELEMENTOS: 

Vértice — :А,В,С,.. 
Aristas  : AB,BCyCD 


“С”, "V" y “А” son los números de caras, de vértices y de aristas respectivamente de un poliedro 


'ntonces se cumple: 


Caras : AGHB, CDI, +... 
Diedros : Diedro AB, ... 
Diagonales : FB, 
b 
mero de aristas de cualquier poliedro es igual a la mitad del nümero total de lados de todas las 
Es decir si un poliedro esta limitado por "x" polígonos de "n" lados, “y” polígonos de "m" 
y “z” polígonos де “г” lados, ent 2 E : 
Atendiendo al número de caras un poliedro se llama: gs py estancos, al Чино de ecsins, ee emples 
Tetraedro, —sitiene4caras Octaedro, si tiene 8 caras 
Pentaedro, — sitiene5 caras Dodecaedro,si tiene 12 caras . 
Hexaedro, — sitiene6 caras Icosaedro, si tiene 20 caras 


En general se dice poliedro de siete, nueve, diez, ... caras. Sin embargo, hay algunos poll 


1 А Sod | "S" de las medidas de los ángulos de todas las caras de un poliedro convexo, esta dada por 
toman nombres especiales, como prisma, pirámide, etc. 


expresión: 


En la figura se muestra un tetraedro, el 
de menor nümero de caras. 


MATEMÁTICAS II ни GEOMETRÍA 


Datos: Radio de la esfera inscrita: “т”. 
Área total del Poliedro: “Sy”. 
Volumen del Poliedro: “Ур” 


3. Número de diagonales del poliedro (ND): 


Væ IV — (2 16] 
is v- 2.|2 2 Por demostrar: Xon 
4. Número dearistas (A): * Se une el centro de la esfera соп los vértices del poliedro. 


* Sean las áreas de las caras: Sy; $5; 53; ......; 5. 


* Setrazan perpendiculares del centro de la esfera a las caras que mi- 


n: # de lados que las caras tienen. 


den “r” cada uno. 
5. Volumen de un poliedro circunscrito a una esfera. * El Poliedro está determinado por pirámides cuyas bases son de áreas 


Sy; 85; S3; «.....; S, y sus respectivas alturas miden “т”. 


* Luego: Vosa) 507 +505321, ¿Sr 


Vp + Volumen del poliedro 
Sr, + Área total del poliedro 
г : Radio dela esfera inscrita 


DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA DEL VOLUMEN DEL POLIEDRO CIRCUNSCII 
UNA ESFERA, EN FUNCIÓN DE SU ÁREA Y EL RADIO DE LA ESFERA INSCHI' 


MATEMÁTICAS Ii 7 GEOMETRÍA 


II EJERCICIOS DE APLICACION 


1. Enelsiguiente triedro equiláterocalculeel 4. Calcule el número de caras, vértices 
máximo valor entero dea. aristas del siguiente poliedro. 


Porexistencia del triedro 
* 90-60 «x « 90 +60 
30<x<150 
Rpta. 30y150 


2 Si el triedro V — ABC es tri-rectangular 

calculeel valordex + y 5. Halle la suma de las medidas de 
ángulos de todas las caras del siguiei 
poliedro. 


Rpta. 


6. Calcule el número de diagonales 
siguiente poliedro. 


3. Segúnel gráfico calcule el valor dex. 


TEOREMA: 
Por la suma de las medidas de sus caras 
* 115 +125 +х<360 х < 120 (0 


Por existencia del triedro 
* 125-115 «x « 125 & 115 10 < x< 240...... (ID 
De (1) y (ID: 210 <х<120 

рга. 10 y 120 


Resolución: 


Resolución: 


Bl OBSERVACIÓN 


del tercer diedro aumentado en 180°. 


MATEMÁTICAS I| GEOMETRÍA 


Se pide el menor valorentero de “x” 
Luego utilizando el triedro polar podemos observar que: 
Las caras del triedro polar О’ — A B’ C' son suplementarios con los (ікі! 
triedro O - ABC. - 
Luego en el triedro O' — A B' C' se cumple: 
* 80-60 < 180—x < 80 + 60 
20«180-x < 140 
— 40 <x < 160 


лиш) = #1 


Por Dato: 
OA=3;0C=2 y OB- 4 
SepideOH = x 
Enelproblemasecumple: 100+ 120 < x + 180 * Recordemos que H es el ortocentro del triángulo ABC. 
40 <x 


Luego por teorema se cumple: 


as 
Dao: => y C-12 
>A=3k y V=2k 
PorEuler: C + V = А+2 
12+2k=3k+2 
10=k 
Sepide: A=3k=3x10 


NONU RECTE ОООО MATEMÁTICAS Il 


$ бз. t Calculo del número de aristas (A) 
Еп un poliedro, la suma del número de caras, vértices y aristas es 32. Calcula 


A oye _6x3+4x5+7x4 me 
número de aristas de dicho poliedro. Aa Me 
PorEuler: C+V=A+2 =  17+V=33+2 
Resolución: Dato: C+V+A=32 -v=18 
Sepide: "A" 


PorEuler: C+V=A+2 
LO Dos caras de un ángulo triedro suman 185°. Calcular la tercera cara, si los tres 
diedros desu triedro polar suman 320° 


Luego: A+2+A=32 
2A=30 
A=15 


Ay 
ES TRIEDRO POLAR 


Dato: a+b=185 y a+f+0=320 


PROBLEMA 8 Según el diagrama, calcular la suma de las medidas de los ángulos de las ci 
que limitan dicho poliedro 


Se pide: "x" 
Por teorema: a4 f- 180 
Resolución: me E 
b+a=180 |+ 
2 x+0=180 
a+b+x+a+ß+0=540 
185 320 
Del gráfico, el poliedro tiene 7 vértices э V=7 - TI 2 1 
Luego la suma de las medidas delos ángulos de las caras (S). ‚ Las medid: caras de u ЗАР! 
S = 360 (V -2) de арааг 2 
2 ` DEM erede NITET 5 
> S = 360 (7-2) 
S = 1800 
PROBLEMA 9 Las caras de un poliedro convexo están limitados por triángulos, 4 pen 
y 7 cuadriláteros, Calcular su número de vértices. 
Resolución: 6 triángulos 
Poliedro+ 4 pentágonos 
7 cuadriláteros 
Luego: C=6+4+7=17 


MATEMÁTICAS 11 GEOMETRÍA 


Sean las medidas de las caras: a; a + r;a -r PorDato: —AB-13;BC- /106 y AC=15. 


кшш Sepide a+b+c=x 
* а+г+а-г+а<360 > а<120......0) "Mom 
+  Ademásse cumple que: PorPitágoras: E. АОВ: a“+b*=13/ 
(u*)-(u-D«a > 2r«a....(ID ABOC: b?«c?- J106^ |+ 
* Sumando (1) y (ID: Á+2r<120 +4. АОС: a?+c?=15? 
> r«60 2( +b? «c?)- soo 
2 (máximo) = 59 а2 +2 +02 =250 >c=9 
13? 


Pero: а2+с2=225  —a-12 y а?+Ь?=169-—›Ь=5 
a+b+c=26 


Sea el número de pentágonos “x” 
Poliedro (1) {x pentágonos > Ayo E 
Si las caras fueran triangulares, el número de caras sería x + 20 
PorDato: m4AOB=mzZAOC=45% у mZDiedro OA = 90° 
Sepide:  mZBOC=x 

ES.OPC = EOPB =A BOC (LAL) 

— OC - OB = BC 

эх =60 


Poliedro (2) (+ 20) triángulos => Ag) = 01293 


Por dato el número de aristas no varía 
Aaii 


x.5 _(x+20)3 


A EIE 


Resolución: Р E 5 


Tames 
* C=6+8=14 


6x4+8x3 
A 
= 4 


* Por Euler: C+V=A+2 
14+V=24+2 
v=12 


> А 


693 


MATEMÁTICAS Ii GEOMETRÍA 


* Luego el número de diagonales (N4 ) 
ма = СУ -A-N? diagonales de las caras 


12 12x11 
Na =C7 -24-(6х2)- 5 


-24-12 


DATO: m4 АОВ =mZA0C=45; 
OP=2 у RQ-2/2: 8 


Se pide la medida del: 

ESOPR: OP-PR-2 
ESOPQ: OP- 
A КРО porel teorema del coseno 


Pam (2-5) 


2.2.2 


cosx 


. х=150° 


Sea С baricentro de la región AOC, entonces OG = 2 GM = 2a. Se pide: OI 


*Porteorema del triedro trirrectángulo 


Luego: 


MATEMATICAS Il 


Como eltetraedro tiene 6 aristas, entonces tiene 6 ángulos diedros de medid 
a; b; c; d;e; yf. 
Se pide demostrar que: 27 < S < 6л 
Si:S=a+b+c+d+e+f. 
Por teorema del ángulo triedro, conside rando en el sistema radial x = 180" 
Ain<a+b+c <3л 
Biz<a+d+f <3r 
C:in<b+d+e <3л 
D:izn<c+e+ f <3n 
41 < 28 < 12n 
>2x < S < бд. 
Porlo tanto, podemos afirmar que: 
S e [2л; 6л] 


El menor ángulo formado por una arista con su cara opuesta se tiene que о 
Та mayor cara. 
*  SetrazaPH 1 alacara BOC yse pide m2POH=x 
*  Porelteorema delas tres perpendiculares: 
mZPNO = 90 y m2PMO — 90 


696 


GEOMETRÍA 


*  SeaOP = 2; E PNO (Notable de45) + ON = 42 
Ex. PMO (Notable de30°y60°) > OM - 1 


Es OMH: OM=1;MH=/2 > OH-V/8 
Es PHO: osx E x=30 


Plano perpendicular 


Por dato: m2 AOB = mz BOC = 60? y la medida del diedro OB = 90°, 
* Se pide la medida del ángulo diedro determinado por el plano MHN y la cara AOC, 
es decir: “x” 
Sea: OM - ON - 4 
B OHM (Notable de 30° y 60”) + ОН = 2yHM = 2/3 
Es. НОМ (Notable de 45%) — MD= HD = /6 


ES ODMporPitágoras (00)? -4?-J6^ > ор=.Лб 
2 410 


OHD: == 
ES O Б 


Dos caras de un ángulo triedro miden 155? y 
175°, luego la tercera cara puede medir: 


А) 299° B) 25° С) 30° 
р) 60° E) 80° 


Dos caras de un triedro miden 90 у 100. 
Calcular la diferencia entre el mayor y el 
menor valor entero que puede tomar la 


medida de la tercera cara. 
A) 158° В) 146° С) 189° 
р) 169° Е) 178° 


Еп un triedro isósceles dos de sus diedros 
miden 54? y 118°. Calcular la suma de las 
medidas de las caras de su triedro polar. 


А) 188° В) 314° С) 250° 
D) 250°%0314° E) 234° 


La suma de las medidas de los ángulos de 
todas las caras de un poliedro convexo es 
3600». Si el número de aristas excede en 3 al 
doble de número de caras. Calcular el 
número de caras. 


A)6 B7 C8 
0)9 E)10 


En que clase de triedro se cumple que sus 
caras tienen las mismas medidas que sus 
diedros. 


A) Enelequilátero. 
B) Enel isósceles, equilátero y trirrectángulo 
C) Enel trirrectángulo. 

D) Enel trirrectángulo y el birrectángulo. 

E) Enel equilátero y en el birrectángulo. 


MATEMÁTICAS і 


un triedro cuyas caras miden 60% 
y 53^. Sobre la arista común a las caras 
lentes se ubica un punto cuya 
tancia al vértice del triedro es 4. Calcular 
icia de dicho punto a la tercera cara. 


Las distancias desde un punto interior de un 
triedro trirrectángulo a las aristas son 7, 5 y 
6. Calcular la distancia de dicho punto al 


edi ilátero midi 
6. Lascarasdeuntriedro equilátero тій vértice del triedro. 


А) Cualquier valor mayor que cero рини 


Se tiene un ángulo AOC en un plano y un 
punto B exterior a él, tal que OB = 10, mz 
BOC = 53°, mZ АОВ = 60? y mZ AOC = 90°, 
Calcular la distancia de "B" al plano AOC. 


D)Cualquier valor mayor que 60 
menor que 120°, 

E) Cualquier valor mayor que cem 
menor que 120°. 


"un triedro dos de sus caras miden 45° 
una y forman un diedro que mide 90°, 
arla medida dela tercera cara. 


En untetraedro SABC, AB y SC 
culares, Si AS = 4, SB = 5y AC 


Se tiene un triedro O ~ ABC tal que las caras 
АОВ y AOC miden “a” cada una, Si el diedro 
ОА mide 90°, calcular la medida de la cara 


2 
BOC. d -arcsei ) 
“ло 


poliedro convexo, está formado por 
Iriláteros; si las caras fueran triángulos 
necesitarían 40 caras más para que el 
hero de aristas no varíe, ¿Cuántas caras 


Calcular el número de aristas de 
poliedro convexo cuyo número de ё 
igual al número de vértices, si se sl 
suma de las medidas de los ángulos di 
sus caras es 2520. 


). En un triedro O — ABC los diedros OB y OC 
miden 135* y la cara BOC mide 90%. Calcular 
la medida del diedro OA. 


in triedro sus caras miden 60°; 60? y 90%. 
Шаг Ia medida del ángulo que forman 
Última cara con la arista opuesta. 


Un poliedro convexo está limitado 
hexágonos y “п” octágonos, ademán I 
aristas. Si se disminuye en dos hexi 
octágonos se forma un nuevo poll 
“B” aristas. Calcular A - B. 


. Las caras de un ángulo triedro miden 45°; 
45? y 60? respectivamente; por su vértice se 
traza un rayo perpendicular a una de las 
caras cuyo ángulo plano mide 45^. Calcular 
la medida del ángulo formado por el rayo y la 
arista opuesta a la cara mencionada. 


n triedro O- ABC se traza la bisectriz OD 
ingulo BOC tal que m< BOD = mZ AOD. 
s diedros OB y OC miden 40? y 60°. 
'ular la medida del diedro OA. 


Calcular el número de vértices de un. 
convexo sabiendo que está limitmi 
regiones cuadrangulares y 40 $ 


jular el número de aristas que tendrá un 
0 convexo que está limitado por 30 
пез triangulares, 8 regiones pentagona- 
10 regiones limitadas por dodecágonos. 


Dos diedros de un triedro miden 1009 y 
110°. ¿Entre qué valores estára compren 
dido el tercer diedro? 


MATEMÁTICAS Il 


23. Dado un triedro trirrectángulo de vértice О, 27. En un triedro O — ABC, las caras AOI y ntriedro trirrectángulo O — ABC, se ubica el 
un plano secante corta a sus aristas en los determinan un ángulo diedro recto, uil o “Y del triángulo AOC, luego se traza IL 
puntos A, B y C. Luego se traza OH dichas caras miden 60%, calcular la тей ре араша 

: > triangular ABC). SiOB = 
perpendicular al plano del triángulo del diedro determinado рог un pl B c=122myAB= 
escaleno ABC, ¿Qué punto notable es “H”, perpendi- culara OB y la cara AOC. A y 
del ЛАВС? 
A) arcsen( 10/7) В) arcsen (U4 SUSIS 
A) Ortocentro B) Excentro * 
C) Incentro C)aresen (5% ) E) 6/43ст 
D) Baricentro E) Circuncentro triedro O — ABC se ubican los puntos 
D) arcsen (75) E) aresen| lyQen OA, OB y OC respectivamente. 
24. Setieneelángulo triedro О – ABC donde dos M = 9; ON = 12; OQ = 16 y los ángulos 


de sus caras tienen por medidas a 53 y la cara 28. Enuntriedro trirrectángulo O — AB 

BOC a 60, en la arista ОА se ubica el punto а сена dicho ángulo | 
^P" y se traza PQ perpendicular a la cara luego se proyecta el segmento OP sul; 
opuesta (Q e a dicha cara), luego ОН 1 OP caras del ángulo triedro. Si la suma 
(H € OP) y se pide calcular QH, si PQ =/13 cuadrados de sus respectivas ргоуесиій 


50m”. Calcular OP 


Ön triangula 


МОО son obtusos. Calcular el mínimo 
Ir entero que toma el perímetro de la 


r MNQ. 


B)46 C)45 
E)42 


el número de caras de un poliedro 
А 24/39 в) RE ©) 2/3 гта E)5m ‹ lo que la suma de los ángulos 
am 3 5 aw. nos de toda sus caras es 10 800? y la 
| entre el número de caras, de vértices 
p) 2439 к) YB ез 90. 
7 4 29, Se tiene un triedro O — ABC cuy 
miden 60%; 36° y 72°, además OA ^ 0 8)16 C)18 
25. A-BCD es un triedro trirrectángulo, tal que = 4. Calcular la distancia de O il. E) 24 
AB = AC = AD = 6. SI “O” es la proyección determinado por los puntos A; B y © 4 
de “A” sobre el plano BCD, entonces la J un triedro O - ABC; mZ BOC = 90 y 
dian hee "Oe азыр es: А) 5 +1 в) 443 с) ОС = m< АОВ, se ubican los puntos 
listancia que hay entre “О” у: : y ADA OE y OOPPO de modo 
D) /6 +2 0 ОРО = 459, МН І PQ; mZ МОН = 
А) 2/3 B2 ©) x2 M y OM = PQ. Calcular la mz QMP 
30. En las siguientes proposiciones à 
DE E) УЗ verdadero (V) o falso (F) según cor виб O45 
C) En todo triedro la suma de lus ii E)60 
i A dos diedros es menor al tercero all 
„фы ишен EE dede d. doen 180» pe un ángulo triedro cuyas caras miden 
punto medio de BC, MH 1 ОВ (M є OB). C) Entodo triedro la suma de las n 60^. Calcular la medida del ángulo 
Calcular el área de la región triangular AOM Төкен dicdros с; mal spondiente a la arista opuesta а 
es"S";además: OB 5 pero menor que 540° mayor medida. 
ос 12 () Dos triedros son congruentes 
sus tres diedros respectl B) arccos(Y£) 
A) E B) 25 © 135 congruentes. 
13 5 
i2 5 A)VVF B)VFV 
DES E) 535 D)FVF E) arccos (%4) 


36. 


37. 


38. 


39. 


GEOMETRÍA 


Enuntriedro O- ABC, a = 90°; b = 60°ус = 
45°; en ОА se ubica el punto el cual dista del 
vértice “k” ¿cuánto dista dicho punto de la 
cara opuesta? 


ky6 k куб 
AM DE o 
рух E) 55 


En un ángulo triedro О — ABC, m2 АОС = m2 
АОВ = 60" y m BOC = 90%. En la arista OA, se 
ubica el punto P y se traza РО perpendicular a la 
cara BOC, Q endicho cara. Luego en РОзе ubica 
el punto M, tal que la distancia de M a la cara 
BOC es el doble de la distancia a la cara АОВ. 
Calcular OM, sabiendo que: МО = 2/11 4/3 


^6 B)/io-2/$ С) aii 
D) 5/11 E) V32 


Un poliedro de 29 vértices está formado por 
6 triángulos; 18 cuadriláteros y "n" pentágo- 
nos. Calcular su nümero de aristas. 


A)35 B)45 C)55 
D)65 E)75 


En un tetraedro, dos aristas opuestas miden 
6 y 8. Calcular la suma de las medidas de 
todas las aristas del tetraedro, sabiendo que 
sus aristas son tangentes a una esfera. 


A)42 B)28 С)32 
0)56 E) 48 


En untriedro trirrectángulo OABC, tales que: 

-En la cara OAC se ubica “R” que dista de OC 
y de OA, 4 y 6 respectivamente. 

—En la cara АОВ se ubica “S” que dista de OA 
ydeOB,3y6 respectivamente. 

-Enla cara COB se ubica "T" que dista de OC 
y OB, 6y 2 respectivamente. 

Si el plano RST interseca al eje OB en el 

punto P Calcular OP 


m6 В) 6,5 07 
D)7,5 E)8 


41. Indicar en las siguientes proposiciones, 

cuáles son verdaderas (V) y falsas (F) 

() En todo poliedro se cumple que el número 
de caras más el número de vértices es igual 
al número de aristas más dos. 

() Una superficie poliédrica está determi 
nada por cuatro o más regiones 
poligonales planas. 

() Si en un poliedro se traza una recta 
secante y ésta, sólo determina dos puntos 
de intersección, el poliedro será denomi- 
nado convexo. 


A) VEV 
D)FVF 


B) VFF С) ЕЕЕ 


Е) ЕУУ 


Un poliedro convexo está determinado por “A” 
triángulos; 4 cuadriláteros y “В” pentágonos. Si 
además se sabe que la suma de las medidas de 
los ángulos de todas las caras es 4680. Calcular 
“В-А'(В>А) 


AJ 
D)4 


B2 03 


Е)5 
. Se tiene un ángulo triedro equilátero, cuyas 


caras miden 30°. Calcular la medida de uno. 
de sus ángulos diedros. 


A) arccos(2524) B) arccos( 94) 
€) arccos(/3 1) 


D) arccos(2/3-3) Е) aresen(2/8 -3) 


Un poliedro está formado por 3 regiones 
cuadrangulares; 5 pentagonales y x triangu- 
lares. Calcular el valor de x, sabiendo que la 
suma de las medidas de los ángulos de todas 
sus caras es 43209 


A) 
р)4 


В)2 с)з 


Е)5 


En un triedro OABC los diedros OB y ОС 
miden 127? y 173°. Si la medida del diedro 
OA es entero y menor que 122°. Calcular su 
medida. 


А) 120 
D)90 


B)110 C)115 


E)121 


MATEMÁTICAS i 


46. En las aristas OA; OB y OC de un 
OABC se ubican los puntos M; N y T 
vamente, tales que las caras AOI 
miden 90; mz OMN = 45; mZ NMT = 
3 (MN) = /10 (MT). Calcular la тей 
diedro OA. 


A)18,5 
D)45 


B) 26,5 сз 


к) 60 
Calcular la medida del mayor ángulo: 


de un ángulo triedro en el cual doy 
caras miden 53° y la tercera mide 74". 


А) 60° 


Carcian (54) 
D) arcsen: Q4) 


Un poliedro está determinado por 20 
pentagonales y 12 regiones hem 
Calcular su número de diagonales. 


B) 37° 


E) areson 


A) 1260 
D)825 


B)1440 


. Sea el ángulo triedro OABC, las cil 
BOC miden 45°, la semicircunfvi 


OC = 15; EC = 5 y AE = 4, @ 
medida del diedro OA. 


A) 30° B) 26,50 


C) 18,5" 
D) aresen(Y3% ) 


El número de caras más el núme 
más el número de aristas y más vl 
ángulos rectos a que equivale là sl 
medidas de las caras de todos Mi 
sólidos de un poliedro convexo tl 
al doble de la suma del númer 
vértices. Calcular el número de УЙ 


E) arctanf 


A)8 


LOS POLIEDROS PLATÓNICOS 


te geometría de los sólidos platónicos, por sus significativos atributos de naturaleza 
|, estética, simbólica, mística y cósmica, ha fascinado en todas las civilizaciones, desde los 
lltolíticos hasta nuestros días. 


ledros son el núcleo de la cosmogonía 
del Timeo de Platón que los asocia con la 
ón de los elementos naturales básicos, teoría 
I| místico-filosófico que tendrá una decisiva 
Iken la cosmología poliédrica de Kepler. 

ове la herencia pitagórica y platónica y 
tinco sólidos regulares en el clímax final de 
ntos, como glorificación y cenit de un 
Ivométrico tan brillante, en lo que se 
primer teorema de clasificación de la 


ов han sido en todas las épocas símbolo y expresión placentera de la belleza ideal, de ahí su. 
in la composición de muchas obras y tratados de artistas y teóricos renacentistas (Piero della 
Pacioli, Leonardo, Durero,...), que diseñan y escriben entre el Arte y la Geometría, tomando 
mento el encanto y la seductora perfección de los sólidos pitagóricos. 


ios modernos los poliedros han sido un importante nexo que vincula cuestiones de 
Superior (Topología algebraica, Teoría de Grupos, ...) con la resolución de ecuaciones 
y la Cristalografía, pero también, por su belleza y misterio, una fuente inagotable de 
que enciende la fantasía de creadores, diseñadores y artistas, entre los que sobresale la 
tidad de los impresionantes trabajos de aplicación de los poliedros en Gaudí, Escher y Dalí, 
antepasados, geómetras y artistas, imputan a su geometría funciones de orden estético, 
p, científico, místico y teológico. 


b las figuras sólidas, denominadas sólidos matemáticos, Pitágoras dice que la tierra está 
el fuego de la pirámide [tetraedro], el aire del octaedro y el agua del icosaedro, y del 
'ompuesta la esfera del todo. 


MATEMÁTICAS I! GEOMETRÍA 


OA=0B=0C=6 
— AB=BC=AC=6y/2 
sae 2 8,=1843 


Se llama poliedro regular al poliedro convexo cuyas caras son regiones limitadas por pol 
regulares congruentes, además en cada vértice concurren igual número de aristas. | 
Hay solamente cinco poliedros regulares, que son: el tetraedro, el hexaedro, el octaedro, el dois 
yelicosaedro. 


Está limitado por cuatro regiones triangulares equiláteras unidas de tres en tres. 


Por Dato: 

0A-3;0C-2 y ОВ=4 
Se pide OH =x 

* Recordemos que Н es el ortocentro del triángulo ABC. 
Luego por teorema se cumple: 


A=3k=3x10 
^ А=30 


Se pide: 


NE QUIESCERE AR URS MATEMÁTICAS II 


GEOMETRÍA 


Se llama poliedro regular al poliedro convexo cuyas caras son regiones limitadas por polig 
regulares congruentes, además en cada vértice concurren igual número de aristas. 

Hay solamente cinco poliedros regulares, que son: el tetraedro, el hexaedro, el octaedro, el dodeci 
y el icosaedro. 


Está limitado por cuatro regiones triangulares equiláteras unidas de tres en tres. 
A 


| poliedros conjugados a aquellos poliedros regulares en que el número de caras de uno de ellos 
ll número de vértices del otro y viceversa. (Uniendo los centros de las caras de uno, se obtiene el 


mple además que ambos poliedros tienen el mismo número de aristas. 


dros conjugados: el octaedro y el hexaedro, el icosaedro y el dodecaedro; el tetraedro es 


do consigo mismo. 


MATEMÁTICAS II GEOMETRÍA 


En la figura se tiene un octaedro regular 
inscrito en el cubo, que se obtiene al unir los 
centros de las caras del cubo. 


En el tetraedro regular ABCD: O; P; Q y R son centros de sus caras. 


El tetraedro OPQR es el poliedro conjugado inscrito. 


En la figura se tiene un octaedro regular 
tal que al unir los centros de sus caras 
se obtiene un hexaedro regular. 


* Si la arista del cubo mide “a”, entonces 
la diagonal del octaedro mide "3a" 


* La diagonal del hexaedro mide igual que 
la distancia entre dos caras opuestas del 
octaedro regular. 


En la figura se muestra un cubo, tal que trazando las diagonales de sus caras se determina un t 
regular ACFM. 


TEOREMAS 
1. Dos aristas opuestas de un tetraedro regular son perpendiculares. En la figura AC es perpe a) Altura del tetraedro regular: h = E 
con FH 


b) Distancia entre dos caras opuestas del octaedro regular: d= ads 


c) Distancia de un vértice al centro de una cara opuesta del octaedro 
regular: a 

d) Los diedros del tetraedro regular y el octaedro regular son suplementa- 

rios: a + В = 180°. 


2 Ladistancia entre dos aristas opuestas del tetraedro regulares la arista del cubo. 
Enla figura la distancia entre ACyFHes: CG = aya 


3. Larelación de volúmenes del cubo y del tetraedro inscrito es tres: 


06 б E 707 


GEOMETRÍA 


MATEMÁTICAS II 


+ AG es la distancia de un vértice al centro de la cara opuesta CDN en el 
octaedro regular. 
+ En MB. a y В son las medidas de los diedros en las aristas del tetraedro 


regular y el octaedro regular, los cuales son suplementarios. 


Donde: a =arecos 3) у poarecos(-1) 


Dado el tetraedro regular Р ~ QRS, cuya arista mide “Za”, sean A, 
D; M y N puntos medios de sus aristas. Д 


* Podemos observar que se determinan cuatro tetraedros regula à arista del tetraedro regiular mide “a”. 


octaedro regular, cuyas aristas miden "a" Ry r son la altura y los radios de las esferas, circunscrita e inscrita 


+ EnelAequilátero АВМ: AO tetraedro. - 


з 


2 
En el Es. AOP: Por Pitágoras: h?- a? -(&) >h 


127 12 
G es la altura del tetraedro regular, entonces G es baricentro de la base BG = 2GM =2n y 
1 = АМ = 3n. 


Ladó 
3 
h: medida de la altura del tetraedro regular. 


* Eneli PGO, AO es la base media + PO = OG = h, OG es ll IE GMA, MD es bisectriz, entonces se cumple: P 23^ > R=3r (1) 


т 
ES mar эт-®® у a- HE 


R 3n 

entre dos caras opuestas del octaedro regular M — ABCD - N P 
> 0G=h=d= 5 

G - h- 4r... (ID 


Ilmente de (1) y (ID: 


* Enel D PGQ. AG es la mediana relativa a la hipotenusa: 
> AG- AQ-AP-a. 


A 708 Pr e 


D EJERCICIOS DE APLÍGADIÓN > 


1. Calculeel volumen del tetraedro regular. 


c 
b 


Rpta.:. 


2. Calculeel volumen del hexaedro regular. 


Rpta.: 


3. Si el volumen del octaedro es 6&2 m. 
Calcule el valor de x (G es baricentro de la 
cara PCD). 


MATEMÁTICAS II GEOMETRÍA 


4. Calcule el área total de la superficie del : 


dodecaedro regular. ү one el tetraedro regu CD, : altura I 
MN olución: Graficando e indicando los datos correspondientes se obtiene: 
T B 
| 24 
Rpta - 


5. Si el área total del icosaedro regular i 
24543 m” . Calcule el valor de x. 


Piden: 


mZMAC =x 


— En la base ACD de centro H, se traza la altura DN ; entonces: 
CN = AN = a/3 
DH-2a y HN-a 


Respecto a la altura del tetraedro se sabe: 


i А ВН = (АС) © 

6. El gráfico muestra dos poliedros reguli 3 
conjugados. Calcule el volumen d ‚6 
octaedro. Zb = (24D 


b= a/2 


Por teorema de Pitágoras en el AMHN: 


c? =a? +b? =a? + (aJ2)* 
с = a/3 
АММА (notable 45°) 
5 MN = МА = ау3 


х = 45° 


MATEMÁTICAS П 


Piden: MN =x 


AACD : СМ es altura — CN = 2/3 
AABD : BN esaltura — BN = 2/3 


ABNC : Teorema de Stewart en el A isósceles 
x? = (x3)! - 0) 


x=3 


Resolución: 


GEOMETRÍA 
Sea AE = a, luego AG = a/3 
Piden: Vaso = A 
Relaciones Métricas AAEG: 
až = (а/3у/3 
> a-3 


Finalmente: 


Debes tener presente que entre dos vértices opuestos de un octaedro regular se 
tiene siempre un cuadrado cuyos vértices son los otros vértices del octaedro. 


Se sabe que APCQ es un cuadrado 
PC-PA-3/ y mZAPC = 90° 


AAPM: Teorema de Pitágoras 


2 +0302 - Jio" 


> t=1 


MATEMÁTICAS і! _ 
GEOMETRÍA 


Luego la arísta mide: 


AP=3/=3 


Finalmente se sabe que: 


Se pide: 


AAPD : MN es base media — MN =2 


APCQ : Cuadrado; entonces; 
mZAPC = 90° 


АМРС: MC = 2/5 


ABCD: Cuadrado; entonces: 


BD : arista de los planos BCD y BGD 
i mZADC = 90° 
Teorema de las tres perpendiculares 
АМОС: NC = 2/5 


AMCN : isósceles (CH : altura) 


1: GC 1 zABCD ; 25 CQLBD ; 3": GQLBD 
Ahora sea CQ — a; entonces: 

CQ-QA-QD-a y Ср = a/2 = CG MH-HN-1 
ANHC: Teorema de Pitágoras 

h? +1? = (2V5) 


h=/19 


AGCH : GQ = a/3 


La medida del diedro está determinada por СО y GQ 


Finalmente: s- eoim 


MATEMÁTICAS 


A 8 
Se pide: "S" (área de la sección) 
Haciendo algunos cálculos se obtiene lo siguiente para la sección 


E с 


EN 45 


Ааа ауа 4—22 
== 845 — — 
Por teorema de Pitágoras: 
h? + (2/2)* = (4/5)? 
h-6/2 
Finalmente: 


E 2 


S=72 


A meme ЕУ АЛИН 


Sea AB la diagonal de la cara ubicada a la izquierda y C el punto medii 
arista de la cara de la derecha, entonces CD // AB y ABDC es la sección, 


B 8 
ҮҮ н 


GEOMETRÍA 


Baricentro del AACD 


Piden: [m 
Se proyecta MD y BH sobre la base ACD ( BH LA ACD ) y se obtiene ND, 
luego; la distancia entre BH y MD es la misma que entreH y ND (Hy ND 
son las proyecciones de BH y DM sobre el plano de la base) 


4 -d-HT 


BH a DM 


ВНА: АМ= МН =/ > НО = 
Ар: АО = 3 > Ор = 3 = 0С 
мор: ND = (7 


Ahora se observa que: АМНТ ~ ANDQ 


d N38 
UNT 


Ыз 
d- ES 
Er n 


Pero: 2N83-a > t= 


ad 
6 


Resolución: 


Resolución: 


MATEMÁTICAS |! ; GEOMETRÍA 


Se pide el ángulo entre BH y DG, trazamosla sección diagonal EBCH. 
LuegoBHc P; DG1CH y DG І ЕН, entoncesDGL P 


Si una recta es perpendicular a un plano, entonces dicha recta es perpendicular 
con toda recta contenida en el plano. 

— BH 1 DG 
+ Rpta.- 90° 


Piden: dirá ы 


El plano BDHF es perpendicular а “EG, entonces se proyecta CH y EG 


dicho plano: кы e 
MH: ProygggugCH y 


М: o ProYopmpEG 


Luego la distancia entre "EG y “TH es igual a la distancia entre N 


o sea "d". 
1 1 1 Sea G, y Gz: Baricentros de dos caras adyacentes. 
AMNH: <= — 
92 dq 2 
da Se pide: Сб: = x 
243 
"APG,G; ~ APMN: 
x. 2n 2 
PLE =>, l4 
£ n ^ 3 o 
ay2 


MATEMÁTICAS і г GEOMETRÍA 


B С 51 ABCD-EFGH es un 


5 окен 
EZ - AFCH:Equilátero 
<] - AG corta perpendi- 

с cularmente en su 


> g entroal FCH. 
H 


E 
e El cubo está asentado en el plano Q 


En el problema: АС 1 ОЕСН +. Е plano de proyección es P 


== e El plano diagonal es H 
En el AAEG ( MO, : base media) 


Vista de arriba: Entonces 
MO; // AG , luego MO, L (FCH Plano P cw * 1 
Entonces: MO, 10,0, (mZMO;0, =90°) | NS 
MO, 10,0,  (m2MO,O, =90°) 
Se observa que la medida del diedro está dada por la medida del паца 3 


mDo,-m0,-03 7X Se observa que: 
а= 8° 


720 { 721 


Resolución: 


Entonces: 


Al trazar EG se forma el tetraedro regular EBDG, entonces el diedro реф! 
determinado por 2 caras de un tetraedro regular. 


MATEMÁTICAS |! Y IAL RODO —— cR MEI GEOMETRÍA 


Luego: BL=4; 1A=2 
Recuerde que las caras ACD y FBE son paralelas, la sección debe ser, entonces, 
paralela a ambas caras y pasa por L. 


Se pide: A 


sección 


=$ 


Y 


RE “з 


Entonces: S= (61(343)- E + zd + 2/3+ 28) 


S=18/3- 5/3 


S- 13/3 


MATEMÁTICAS I! GEOMETRÍA 


lución: Sean M y М puntos medios de AP y EQ. Se pide MN = х. bs PCQ: PQ- 2/2 
Se traza EP tal que: EL = LP Luego por el teorema de la base media . 
А АРЕ: ML//AE y ML-—-2 АЕРО: INPG y 1N= 50-42 
a: medida del ángulo [es por AE y РО porque AE // СС — a = 135 
А MLN: Teorema del coseno 
х2 =2# + /2°-2.2./2 cosa: x=v10 
2 
Р Р lución: 
El plano de simetría que contiene una arista es BMD. 
Se pide Suy 
ES MND: (мм) = (18) 6) a 
2 
É N 
+ Sean Р y О puntos medios de AM yMC AAMC: PO // AC 
Resolución: 


Por:el teorema de las tres perpendiculares se cumple que mz ВІ = 90. 
> Se pide la distancia de B a РО: "x" 
Como: AB-4 > OB-OM-2/2 


лов: x* -J2^ «2 м0 


El poliedro que se obtiene al unir los puntos medios de las aristas del cubo está 
determinada por 6 cuadrados y 8 triángulos equiláteros. 
Se pide: 


Resolución: 


MATEMÁTICAS I! 


| un hexaedro regular ABCD - EFGH, 
ilcular la medida del ángulo entre 
y GD. 


) 37° 
) 60° 


В) 53° С) 45° 


Е) 90° 


n la cara DHGC de un hexaedro regular 
- EFGH se traza el triángulo equilátero 
IMC. Calcular la medida del ángulo entre 
y MC. 


)30* в) 45° C) 60* 
)75° Е) 90° 


¡la figura, P y Q son puntos de tangencia, si 
J = 1242 u, calcular la longitud de una de 
diagonales del cubo. 


с) 2043 u 
E) 18 6 u 


103и в) 104/2 


)18u 


un hexaedro regular ABCD - ЕРОН, 
las caras AEFB y DHGC se trazan 


Sean P y О dos vértices opuestos, G1 у G2 son los centros de las carp 
| triángulos equiláteros EFP y ООС 


DPE. Se pide el ángulo formado рог 1, y Lj 


a. pectivamente. Si АВ = ү5+2//3 . 
AMPN: L, // ММ  ACDE:EC // MN 
En el pentágono CPERI: EC // RI. — L; // L} 
Luego se pide x. AIRQ es equilátero ай йәй 
E) V14 


z^ x-60 


5. 


7. 


GEOMETRÍA 


En la figura se muestra un hexaedro regular 
cuyaarista mide 42/2 cm. Calcular PQ. 


C) VŽ cm 
E) 1 cm 


B) 4cm 


A) 2cm 
D) 242 cm 


En un hexaedro regular ABCD - EFGH, 
en la región AEGC se trazan las 
semicircunferencias de diámetros AE y 
GC. Si la longitud el segmento tangente 
interior a las semicircunferencias es 2cm, 
calcular el área de la superficie del 
hexaedro. 


B) 16 cm* C) 18 cm? 


E) 20 cm? 


A) 24 cm* 
D) 8 cm? 


Se tiene el hexaedro regular ABCD - EFGH, 
calcular la medida del ángulo diedro 
determinado por los planos EBH y 
BGH. 

B) 135° С) 127° 
E) 90° 


A) 120° 
D) 75° 


En las caras ABFE y DCGH de un 
hexaedro regular se trazan los triángulos 
equiláteros APB y HQG. Calcular la 
distancia entre los baricentros de dichos 
triángulos, si AB = 6u. 


A) 2421-643 u 
с) 18-42 u 
D) 2/9- 43 u 


в) 27 - 243 u 


E) 312-43 u 


10. 


11. 


12. 


Se tiene un octaedro regular P-ABCD-Q. 
En AQ se ubica el punto M, tal que 
AM = МО. Si la distancia del punto medio 
deQC а PM es 345 u, calcular el área 
dela superficie del octaedro. 


A)100/3u* В) 20043 и? С) 50/6 u? 
D) 200 4/6 u? E) 75 V6 u? 


En un tetraedro regular ABCD, M y N 
son puntos medios de AC y DC 
respectivamente, luego se traza la altura 
DH del tetraedro; en AH y DB se ubican 
los puntos P y Q respectivamente, tal que 
AP = 3(PH) y ВО = 3(DQ). Calcular la 
medida del ángulo entre MP y NỌ. 


A) 45* 
D) 30* 


B) 37° С) 53° 

E) 60° 
Calcular el volumen de un tetraedro regular, 
si la distancia entre los baricentros de dos 
caras es 2cm. 


А) 18 VŽ ст? В) 24cm? 
D) 122 em? 


C) 28 cm? 
E) 16 ст? 


En un tetraedro regular ABCD se traza la 
altura DH y Q es el baricentro de la cara BCD. 
Si el área de la región paralelográmica 
АНОМ es 44/2u”, calcular el volumen del 
tetraedro. 


© 184/2 u? 
E) 16 V3 u? 


A)i242w В) is 2? 


D) 20 v3 u? 


En un octaedro regular PABCD-Q se 
ubican los puntos medios M de CD y N de 
РМ; si: BN = VIS , calcular el volumen 
deloctaedro regular. 


72 


14. 


15. 


16. 


17 


MATEMÁTICAS Il 


aj3n2w ps? osovi 
3 3 a PH perpendicular a DC (Н en DC). 
0) 244/201 E) el área el región triangular 


АНО es мр cm”, calcular el volumen del 
En un octaedro regular de arista a; 
el punto medio de una de sus aristas 
traza un plano paralelo a una de 
caras, calcular el área de la sew] 
determinada. 


E) $8 cm? 


зм, 3, ada 
a ЛУ су 
Г un octaedro regular P-ABCD-Q; en 
2/8 5 
D) MB E) d se ubica el punto M, tal que 


área de la región triangular MNQ es 


^, calcular el área de la región 
triangular PQD. 


Ep un octaedro regular la disti 
de un vértice al baricentro de 
cara opuesta a dicho vértice midi 
calcular el área de la superficie 


octaedro. 0 cm? B) 75 cm? C) 65 cm? 

) 80 cm? E) 40 cm? 
A93  ms/sw — cnl 
D) 8 V2 u? E) 9 Jw un tetraedro regular ABCD, С, y 6, 


jon baricentros de las caras ACD 
Calcular el área de la superficie del pul \ BCD respectivamente, calcular la medida 
que se obtiene al unir los puntos medie: 


las aristas de un tetraedro regular cuya а! 


midea. Dae Su 
E) 90* 
2 
nE Уз в) 2 /2 о" 
А 2 3 las caras ACD y BDC de un 
а2/3 „ў etraedro regular se trazan las alturas 
D) E) + 
4 1 y DQ las cuales intersecan a 


circunferencias inscritas en dichas 
en los puntos M y N respectivamente. 

MN = lu, calcular el volumen del 
ëtraedro. 


Calcular la razón de volúmenes enl. 
tetraedro regular y el sólido que se ol 
alunirlos centros de las caras del tetra 


) 18 V2 u 
PETI 


с) 2448 u? 
E) 16 V3 u? 


A) 2443 B) 20 V2 u? 


D) 1343 


B) 26 027 


E) 14 


729 


GEOMETRÍA 


un octaedro regular P-ABCD-Q, se 22. ABCD – EFGH es un hexaedro regular, 


Ру Q son los puntos medios de BC у TD, si 


Apu = 6. Calcular el área total del 
cubo. 

A) 100 B) 216 C) 90 

р) 94 E) 96 


Si ABCD — EFGH es un cubo cuya arista 
mide 4; AP — PB y Q pertenece a la región 
sombreada, calcular el mínimo valor de 
(РО + QE) 


B c 
E 
a 0 
G 
E H 
А6 B) 8 C) 442 
D) 4/5 E)5 


En un tetraedro regular ABCD la distancia 
del centro de la cara BCD hacia AD es 
242 u, calcular el volumen de dicho 
sólido. 


A) 94/2 
D) 18/2w* 


В) 12/2028 С) 15/2400 


E) 16/2 v? 


En la arista CG de un hexaedro regular 
ABCD — EFGH, se ubica un punto M tal 
que CM = 3 y MG = 1; calcular la distancia 


de Mal centro de la cara ABFE. 
A) 4421 B) 3/21 © а 
E) 2/7 


D) 421 


26. ABCD — EFGH es un hexaedro regular, 
Ру О son los puntos medios de BC у CD, si 
Amou = 6V3. Calcular el área total del 


cubo. 
A) 100 B) 216 C) 90 
D)94 E)324/3 


27. Dado un tetraedro regular PABC. Por A se 
traza un plano paralelo a BC que biseca al 
tetraedro y que corta a la cara PBC en un 
segmento cuya longitud se desea calcular, 
sabiendo que BC = бст. 


A) 243 cm 
D) 3 cm 


B)3/2cm О) 3V3 ст 


E)4cm 


28. Еп el gráfico se muestra el desarrollo de la 
superficie de un cubo, hallar 5 Js 


=| = ДЫ 


юш lo 


29. Calcule el número de caras de un poliedro 
sabiendo que la suma de los ángulos 
internos de todas sus caras es 10 800° y la 
suma entre el número de caras, de vértices y 


dearistas es 90. 
A) 14 В) 16 С) 18 
D) 20 E) 24 


32. Еп un exaedro regular ABCD-EFGH; M ү 


MATEMÁTICAS II 


30. Indicar verdadero (V) o falso (F) seji 


1 la distancia entre las rectas PC y ВО 
5 2; calcular la distancia entre las rectas 
y congruentes, entonces dicho рое 
esregular. 


€ ) Si una diagonal de un exaedro iili 


34/3 , entonces la longitud de su ail DEI ©) 15 
es3. 
€ ) Si el número de caras de un роја E)2 


regular es igual al número de vérticos 
otro poliedro regular, entonces di 
poliedros son conjugados. 


tiene un octaedro regular P-ABCD-Q 
РС se ubica el punto М, tal que 


( ) Si en un poliedro regular el número х 
aristas es 30, entonces dicho роон! КС) y el five бе a rapa е 
el dodecaedro. 5 u° . Calcule el área de la superficie 
lel octaedro. 
ALEVEV B) FFFF C) VW. q 
D) VEVF E) ЕУ Qo/aw в)72/3 02  C)144/3u* 
) 10843 u? E) 1543 u? 


31. Señalar la verdad o falsedad de 


siguientes proposiciones: 
( ) El conjugado del tetraedro regular 
cubo. 
( ) Siun poliedro regular tiene A aristi 
conjugado tendrá A vértices. 
( ) El dodecaedro regular tiene 
diagonales. 
( ) El conjugado del dodecaedro regul 
elicosaedro regular. 


el dodecaedro regular mostrado, calcule 
medida del ángulo entre las rectas 


A) FFFF 
D) FFVV 


B) VFVF C) у 


E) FIY 


C) 45° 
E) 60° 


son puntos medios de Ah y 
respectivamente, si la distancia entre М. 
ез 246, calcular la suma de las longitudes! 


un tetraedro regular A-BCD; O y P 
on centros de caras BCD y ACD 


las diagonales del cubo. ¡cia entre las rectas OP y BC. 
A)16/3 B)8/3 cavi B) 2/3 O2/2 
D) 443 E) 2048 E) v6 


37. 


41. 


E m Cass S 731 


GEOMETRÍA 


En un hexaedro regular ABCD — EFGH, M 
es punto medio de HG, en AM se ubica 
el punto N tal que CN 1 FM. Calcular la 
mZANC. 


A) 90° B)75* 


D)45* 


C) 60° 
Е) 82° 


En las aristas BM у ND de un octaedro 
regular M — ABCD - N se ubican los 
puntos Q y H respectivamente tal que 
HQ contiene al centro del octaedro. Si 
DH = 2(HN) = 4. Calcular el área de la 
sección que determina un plano que pasa 


porQ,HyCeneloctaedro. 
A) 20 B)2/115 . O24/5 
D)10/2 E) 10 


En un tetraedro regular O — ABC se ubica el 
punto medio “М” de la altura OH. Calcular la 
suma de las medidas de las caras del triedro 
M-ABC 


A) 360 
D) 200 


В) 180 С) 270 


Е) 120 


La arista de un cubo ABCD — EFGH es “a”. ¿A 
qué distancia del plano EBG está el vértice D? 


ауз ЗауЗ 
AU B)a Qu 

a 2ауз 
Dj DA 


Se tiene un tetraedro regular ABCD, cuya 
arista mide 5. Una recta paralela a BC 
interseca a BD y CD en M y N, siendo MN — 
2. Calcular la distancia entre MN y AB 


A) 243 B) 5 o 6 
D) /10 E) 3/2 


En un tetraedro regular O — ABC se traza la 
altura OH, siendo M y М puntos medios de OH 
y AO respectivamente. Calcular la medida del 
ángulo determinado por CM y HN 


A)120 B)150 С) 135 
р) 90 Е) 127 


En el octaedro regular mostrado, calcular la 
distancia de “G” a la región ABCD, si AG = 
3 42. G: Baricentro de la cara OCD 


№1 
в) 43 
o2 


»5 NA 
E) 6 
Calcular el área de la proyección de un cubo, 
de arista "a", sobre un plano perpendicular a. 
una de sus diagonales. 

с ам 


A) aê ya B) A 
E) а2/2 


D) A 


En un icosaedro regular, calcular el número 
de pentágonos regulares contenidos en la 
superficie del sólido y cuyos vértices son los 
vértices del icosaedro regular. 


A)12 B)18 C)10 
D)11 E) 14 


En un cubo ABCD — EFGH se traza un plano 
perpendicular a la diagonal FD, en su punto 
medio. Calcular el ángulo formado con el 
plano dela base EFGH. 


A)artan/2 В) 30 C) arctan V6 
D) arctan /5 E) 60 


MATEMÁTICAS II 


En un exaedro regular ABCD - KEGI 
punto M y N son los puntos medios de 


intersección del plano que pasa ри | 
puntos M, Му Q yel cubo? 


A) Hexagonal 
C) Hexágono regular 
D) Triangular 


B) Cuadranjul 
E) Pentagonal 


Se tiene un tetraedro regular de arista 
Calcular el radio de la esfera tangente 
caras laterales en puntos pertenecientes 
aristas básicas. 


E 
ауб 
А) T2 


pes 


En la figura se muestran las vistas 
poliedro. Calcular el área de la зц 
total del poliedro. 


м1 £4 
B) 32/3 H 

©) 446 Fo] 
D) 96 Tx] 
E) 36 3 


En el tetraedro regular ABCD, M; N y 


puntos medios de AG, CD y MN. 


Calcular la mz МСК. ^ 


A) 159 
B) 30° 

С) 22,59 
D) 26,5% 
E) 18,5° 


o 732 ру су SE A 


los datos de cada una de las pirámides egipcias se han recogido en lo que hemos venido a 
ninar "Fichas piramidales". Los datos para elaborarlas se han tomado de las publicaciones y libros 
ersos autores, fundamentalmente: Miroslav Verner, Mark Lehner, Aidan Dodson, Jean Philippe 
ines&Malek, Edwards, Janosi y José Miguel Parra, entre otros. 


a de las fichas llevará un encabezado en el que se indica el nombre del faraón al que se atribuye 

ide. En los casos en que a un mismo faraón se le atribuya más de una pirámide, se hará constar 
inte un número correlativo, entre paréntesis, en el encabezado de la ficha. 

in los datos más característicos de cada pirámide, tales como su nombre en jeroglífico y su 

бп, el faraón al que se le atribuye, dimensiones (lado, altura, diagonal, arista y apotema), 
de inclinación de caras y otros, cámaras interiores, fecha aproximada de construcción, 
Чез subsidiarias, etc. 
se indica el número de entradas que en su día se realizaron, así como la orientación de las 
р: cara Norte (N), Sur (S), Este (E) y Oeste (O). Asimismo se añade el ángulo de inclinación de los 

в о galerías interiores. 

io de las pirámides de caras lisas, las siglas utilizadas para representar las distintas dimensiones 
llos se presentan en la figura. 


DIMENSIONES ÁNGULOS 


1, Y: lados a: entre apotema y la base 

A: apotema B: entre arista y lado 

a: arista y: entre diagonal y arista 

h: altura 8: entre aristas contiguas 

D: Diagonal є: entre aristas opuestas 
PIRÁMIDE DE CARAS LISAS 


jente, todos estos cálculos, se han realizado con las medidas originales que en su día tenía cada 
5 pirámides, por tanto no tienen por que coincidir con las medidas actuales, ya que la gran 
In de ellas han servido como cantera para otras construcciones y otras están completamente 
badas, cuyo aspecto mas bien se parece a una montaña de escombros que a una pirámide, 
| hay pirámides que están completamente desaparecidas y por ultimo muchas de ellas no llegaron 


MATEMÁTICAS II DO GEOMETRI 


El Prisma es un poliedro en donde dos de sus caras son regiones limitadas por polígonos congrui 
situadosen planos paralelos, y las demás caras son regiones paralelográmicas. 


A las regiones poligonales paralelas se les llama bases del prisma, y a las regiones paralelogrn 
caras laterales. Los lados de las bases son llamadas aristas básicas, mientras que las interseccionop й 
caras laterales son las aristas laterales. Todas las aristas laterales de un prisma son paralel 
congruentes. 


La distancia entre los planos que contienen las bases se llama altura del prisma. 


Sl 058SERVACIONES 


1. Un prisma es recto si las aristas laterales son perpendiculares a las s en caso contrarii 
será oblicuo. 


2. Enunprisma recto las caras laterales son regiones rectangulares. 

3. Unprisma recto es regular si sus bases son regiones Himitadas por polígonos regulares. 
4. Entodoprismael número de lados de la base es igual al número de caras laterales. 

5. Un prisma se denomina según el polígono que limita su base, así los prismas занй. 


triangulares, cuadrangulares, pentagonales, etc., según que sus bases sean region. 
triangulares, cuadrangulares, pentagonales, etc. 


n: N° de lados de la base 


Se llama sección recta de un prisma a la sección determinada en el prisma por un plano 
perpendicular a las aristas laterales. 


In paralelepípedo es un prisma cuya base es una región paralelográmica. 


Si: n : Esel пітего de lados de la base Entonces: 
C : Número de caras 
V : Número de vértices 
A : Número de aristas 


Paralelepípedo Recto Paralelepípedo Oblicuo 


un paralelepípedo recto cuyas bases son regiones rectangulares. En estos paralelepípedos, las 
з caras son regiones 


к ы ра Wu т we M 


MATEMÁTICAS II DITOR DO E GEOMETRÍA 


RACIÓN DEL VOLUMEN DEL TRONCO DE PRISMA; EN FUNCIÓN DE LA SECCIÓN 
A Y EL SEGMENTO QUE UNE LOS BARICENTROS DE LAS BASES 


B. 


d : Medida de la diagonal 
a, b y c : Dimensiones de rectoedro 


Es una porción de prisma que está comprendida entre una de sus bases y plano que no es paralela Ж 
bases y secante a todas sus aristas laterales. 


Área de la sección recta: S, geo) Y G1G, donde G y G; son baricentros de las bases. 


ostrar: Volumen del tronco de prisma triangular: — Virnonco, = (e * 90: 
; RE 


1 las longitudes de las aristas laterales a; b y c, además: GG, — x 
an las medianas de las bases AM y A'M', luego como G y Су son baricentros se cumple: 
AG = 2GM = 2m, A'G, - 26,M' = 2n 

bec 


trapecio CCB'B: MM' = э 


lo en el trapecio АА'М'М se cumple: 


? arb+e 
Vermonco) = 8 ену — 


- Уствомсо) = a 


737 


MATEMÁTICAS II / / Ў 2807772720721 


ide es regular si la base es una región poligonal regular que tiene como centro el pie de la 
lar trazada desde el vértice a la base. 
01а base una región poligonal regular, su centro equidista de los vértices del polígono base, y por 
йшепге, las aristas laterales de la pirámide son todas congruentes. De aquí resulta que las caras 
es de una pirámide regular son regiones limitadas por triángulos isósceles congruentes. 
apotema de una pirámide regular al segmento que une el vértice de la pirámide con el punto 


de cualquiera de sus aristas básicas. Este apotema no es sino la altura de una cualquiera de las 
terales 


M 


Apotema 
dela 


pirámide 


Una pirámide regular es un poliedro donde una de sus caras es una región poligonal cualquiety. 
otras son regiones triangulares con un vértice común. La cara que es una región poligonal cualqul 
llama base de la pirámide, y las otras, se denominan carás laterales. El vértice común de las 
laterales es el vértice de la pirámide. 


Donde: —Starerar : Área de la superficie lateral 
Ap 3 Apotema de la pirámide 
Phase : Semiperímetro de la base 


D an : Área de la base 


En toda pirámide los lados de la base se llaman aristas básicas y las intersecciones de las carat АЙ Apotema 
se denominan aristas laterales. de la base 


La distancia entre el vértice y el plano de la base es la altura de la pirámide. 


Una pirámide es triangular, cuadrangular, pentagonal, etc., según que su base sea una región HW 
cuadrangular, pentagonal, etc. 


la pirámide se traza un plano paralelo a la base y secante a la superficie lateral, entonces la 
ial determinada será semejante a la pirámide original, cumpliéndose que todos sus 
os homólogos son proporcionales; se cumple también que la relación de sus áreas es igual a la 
| de los cuadrados de sus elementos homólogos, y la relación de sus volúmenes es igual a la 
de los cubos de sus elementos homólogos. 


El volumen de cualquier pirámide es igual 
ala tercera parte del área de su base por la altura. 


Vértice 
-— 


Р Si zQ// ОР 


— Pirámide O-MNL ~ Pirámide O-ABC 
Luego se cumple: 


GEOMETRÍA 


lel tetraedro ABCD sih, hy, h, y h, son alturas yr: radio de la esfera inscrita: 


comprendido entre la base y el plano paralelo trazado se denomina tronco de pirámide, 


YN -— Pirámide 
X N deficiente 


DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA DEL CALCULO DEL RADIO DE LA ESFERA INSCRITA 
EN EL TETRAEDRO EN FUNCIÓN DE LAS ALTURAS 


A 


Es el tronco de pirámide cuyas bases son regiones poligonales regulares semejantes y sus caras later 
son regiones trapeciales isósceles. Las alturas de estos trapecios se llaman apotemas del tronco. 


Silos semiperímetros de las bases son 


+ Las longitudes de las alturas del tetraedro: hy hy, he hy. 
* Radio de la esfera inscrita: r 


1 1 
or demostrar: ++ 
h hy he ha 
Sean las áreas de las caras S}; Sa; S4 y Sy 


1. Paratoda pirámide triangular al trazar un plano secante se cumple: 
р | Expresando el volumen (Vy) en función de las áreas y alturas. 


Sumando las expresiones: 


io 
idt ета РВЕ 
he 


h, hy ho ha 


Pero por teorema del poliedro circunscrito: 


1 _S,+S¿+S¿+S, 


MATEMÁTICAS II 


EN 


Sabemos que:  Vp= SOLE , Som „1 i] ш) 


Luego reemplazando (II) en (1): 


12 Да, 


ана шы. 


a m he 


Еп un tetraedro regular de arista а: 


f 


R 
R, 
h 


: radio de la esfera inscrita 

: radio de la esfera circunscrita 
: radio de la esfera exinscrita 

: altura 


En un octaedro regular de arista “a” 


r 


: radio de la esfera inscrita 


R: radio de la esfera circunscrita 


GEOMETRÍA 


EJERCICIOS DE APLICACIÓN 


Enel gráfico se muestra un paralelepípedo 4. De acuerdo a la pirámide regular mostra- | 
recto, Calcule el valor x. da, calcule el valor de x, si el volumen es 


10047. 


En el tronco de prisma triangular recto 
calcular a + b + c, si el volumen del sólido 


es132m0, 


Rpta. 


5. ¿Cuál es la relación de volúmenes de las 
pirámides O - MNL y O — ABC; siendo las 
secciones MNL y ABC paralelos? 


Según el gráfico el volumen del tronco del 
prisma oblicuo es 972 m? y el área de su bon 
sección recta. es 27m. Calcule: a + b + c. 6. Calcule el valor de x en el tronco de 


J pirámide recto, si el volumen es 429 m”, 


am 


ЕЕ 


Graficando de acuerdo al enunciado se obtiene: 


Resolución: 


Las bases de las pirámides son semejantes 
y sus lados homólogos están en la razón 
de 1 a 2 por lo tanto sus áreas están en 


la razón de 1° а 2°, osea de 1 a 4. 


1 
Vpirámide menor= 3 Bh 


Vpirimide mayor 3 (48) C2) 


‚ pirámide menor _ 1 
UN: 


pirámide mayor 8 


Resolución: Como la pirámide es regular; entonces PO es la altura (O: centro) 


M P, 
Piden:  Vpirámide 7 


ЛАВО: Equilátero (ABCDEF es regular) 
AO = OB = AB = 2 


APOB: es notable de 45° 


recto ABC- DEF se sabe que AM = MB = 18 
Ve ЕЁ), SiDM- MN, calcale DE 


Pide — DF- AC-x 
Datos: AM=MB=1 
ЕМ =МЕ y DM - MN 


En el AABC se traza MP (Base media) 
x 
MP= 2 Y BP=PC 


Ahora se observa que PN_LEF ; entonces: 
PN-AD-a y PN//AD 
Ahora: ADAM = ANPM 


s x=2 
En una pirámide regi Cs el pie de la altura dista de una cara 2, mientras 
que la altura y la arista básica Чеп Tul mt Cc c ter de la 
$ Ё 
Piden: Уй 
Datos: ОМ = CD (M: es centro de la base) Q 


Sea: — OM - 2a — CD = 2а 


En el AOMN se deduce: 
MN =a y ON = ay5 
Por relaciones métricas en el AMON: 
(Za)(2) = (я./5)2 
a=y5 


Ahora se sabe que: 


1 
Vpirámido = з А.В 

1 
Voicámido = 5 (2а) (2а) 
Маана. = 2080085) =8 6/8)? 


МЕ _ 40/5 
pirámide e d 


MATEMÁTICAS Il 7 А ‚ dx GEOMETRÍA 


Resolución: Las aristas laterales son iguales, entonces todas a 
miden 4 y las aristas básicas miden 4/2 

JE see. Et RIT 

^o Атотд, = 8(3+У3) 


Vprisma 


Dato: es n 
2 
З) - 532. a 
a=12 Piden: 
Ahora se sabe que: ^ Datos: 


aya B on. 
м - (5588 pao 108 Del dato (у: 


Del dato (II): 


Resolución: 


A proyección =S (2) + (1): 
Senec, 
IL AENEIS) Ahora se deduce que: 
4 seno 


0-50 
1 
Уном = 3 (Abash Luego еп (2): (6k) (40 = 24 
k=1 
1lfa+b Finalmente se sabe que: 
Vpirámide = El 2 ) [ Vrsiniae 7 10607040) 
Voirámiae = 48k? 
Varias a y EE pirámide 
3 2 eddie 
з pirámide = 


(a b)S 


MATEMÁTICAS П GEOMETRÍA 


Las distancias de G y L hacia la сага АРВ están el razón de 2 a 3 


Resolución: diee = 4h у dq, apo) = 6h 
Luego: dio ar) = 3h 
Dato: Mina = V 
теме, 
4I[Vo. App] V 
1 
4| L(49)2h |- V 
[zas] 
СА 


16 


Ahora se observa que: 


Piden: Vprisma 1 4 
Ус-мут = 55040) = Eh 


Se traza OH 1 FE ; como О es centro del cuadrado se obtiene: 


OH - FH = HE - 4 zs - AN 
Luego en el ADHO: DH = 3 а): buone (3) 
Como FD = DE — mZDHF = 90° Vomi == 


Finalmente: Vorisma = CApase)h * 
- [€ 
Ven [8528 


S У 798 


lución: Se recomienda en estos problemas analizar la lectura en orden inverso. 


* "Una pirámide de 101 vértices”: Uno de esos vértices es la cúspide, por lo 
tanto los otros 100 vértices corresponden a la base, o sea que la base tiene 100 
lados, entonces hay 100 aristas básicas y por ende 100 aristas laterales, en 
total la pirámide tiene 200 aristas. 


* “Оп prisma cuyo número de vértices es igual al número de aristas de la 
pirámide”: De lo anterior se deduce que el número de vértices del prisma es 
200, estos 200 vértices se distribuyen correspondiendo 100 a cada base, esto 
quiere decir que hay 100 aristas básicas en cada base, en total 200 aristas 
básicas, por consiguiente habrá 100 aristas laterales. 


Resolución: 


Como nos piden el número de aristas del prisma debemos sumar las 200 aristas 
básicas y las 100 aristas laterales, en total 300. 


MATEMÁTICAS II F IDO GEOMETRÍA 


Resolución: Ahora AHPQ es notable de 30° y 60°; entonces la diagonal de la cara lateral 
mide 2/3; luego en el APTH: 
h? +22 - Q3)? 
h=242 
Para hacer que el recorrido de P a Q sea mínimo abrimos las 2 caras laterales 
involucradas como se muestra, entonces se observa con claridad el menor 
recorrido (el segmento PQ) llamemos “x” a tal longitud. 
Entonces: х®=һ?+4? 
х2 = (2/2) +4? 
Ѕеа 
Se pide: 
Vanc-pgr = ЖУ) 
(6n)? V3 2-2). Н (me) 
4 3 3 
=- IP Ob+a)= [>] 16 
Operando: 
Resolución: 


ida: a 
Se pide: ? 


Las caras laterales de la pirámide parcial son triángulos con un ángulo en común, 
por lo tanto sus áreas se encuentran en la misma razón que los productos de los 
lados que forman ese ángulo común, es decir: 


MATEMÁTICAS II EDITO ODO ES O GEOMETRÍA 


En el interior del prisma se observa que: 
243 


h sen 60°=1 => h-7.- 


25) 


EA 


a?K +Ъ2 + 2abK -A [ex] 


36(a + b)? = 100b? 
S-2h)- ol 


Pero: b=a+f .... .- (2) 


Ahora (2) en (1): 


Resolución: Agujero 


Se pide el área total del sólido restante: S, 
S= Seem) 25у + arma) 


` Sy =28ах 12a + deste -6(2a; *12ax12a 


Operando: 
25, =12а (48-3) 


Se traza HL 1 EF 


AELH (Notable 30° у 60°) 
HL=1; EL= У3 


Se prolonga HD hasta M tal que MH = V3 


Entonces: mZMLH = 60° 

El plano MLE corta al prisma determinando una sección paralelográml 
áreaS. 

Se pide: 


MATEMÁTICAS " 
чац д GEOMETRÍA 


Resolución: e G 
Luego: Ураа =Spxh = 6a? С, h 
E E E b 
3 
у, „Ж 2 p 2 
" =o d prisma = 2 (seno) -48.à 1 - 4sen?o 
7 
A ав а о а ү ALA 
B 
Se pide el volumen del tronco Vrronco 3 
Por dato el tronco es regular, entonces: AB = BC = AC =a y 5тот = 6 
> Sima 75; 553 45, = 2а+2а+2а Ч 
CUAL, 2 2 & 
6 =6 > z 
Утконсо = 5 ("aas 
5 1 iE дё 
Resolución: 


Sepideel Volumen de la pirámide VisaBC)- 


"Calculamosel área de la base y el inradio: pq, Anc) .1114391120, 4. 


2 


Luego: Sano) = p.r- үр(р- 39)(p-120)(p - 111) 
5(лвсу 7 135r = 135(96)(15)(24) = 2160 
r-16 
Por teorema: АТ = Pa asc) -39 = 96 


Se pide volumen del prisma regular: V prisma 
Seaelladodelabasea; — AF'E'D':  F'D'=ay3 
Porel teorema de las tres perpendiculares m2 A'F'D' = 90 
Luego por Pitágoras 

ESATO: АО? = АТ? +12 = 96? +162 - 9472 

ESSOA: h'-(ASP-(AO  h'-(4 1217) -9472  h-100 


EM A'F'D: a-dsenü y b-dcosü — EXDD'F': n =o? (ў 
Reemplazando: h? =(dcos6)? - (dsenoV3) 
h? =d? (eos20-3sen?0) -> n-a i-a senil 


1-sen' 


754 


MATEMÁTICAS Il 


1 el gráfico se muestra un prisma y el 
arrollo de su superficie lateral. Si O es el 
иго, calcule la distancia de O hacia A 
Resolución: ido el prisma está formado. 


А, 


Plano 
Secanto 


)3 2 B) 246 
) v6 Е)2/2 


с) 2/3 


el prisma regular ABC ~ DER se ubica el 
nto P en AD, tal que mZBPF = 90%; calcule 
área de una base del prisma mencionado 


ndo: (AP)(PD) = бп. 


в) 6У3 м2 GC4/2m* 


E) 2/6 m? 


е un prisma regular cuya altura es 
a la longitud de la arista básica; si la 
entre las áreas de la superficie total y 
eral es 3/2, calcule el número de lados de 


B)4 ©) 5 
Е)8 


2x3x5 
3+5 


> Igualando se tiene que: 


Joso ANEP: EK= 


AMEQ: EK -( 

tiene un prisma recto cuyas aristas 

s miden 13m, 14m y 15m; calcule su 

Ej (Eje een, si su altura es igual al radio de la 
-x=2,72 unferencia inscrita en la base. 


GEOMETRÍA 


A) 336 т? 
D) 286 n? 


B) 334 т? С) 256 т? 


E) 272 т? 


Еп un prisma recto ABC - DEF; el triángulo 
DBF es equilátero el cual limita una región 
cuya área es 6/3 п?. Si los triángulos que 
limitan a la base son rectángulos, calcule el 
volumen del prisma. 


A)i2/3m' B)18/2m" О) 12/2 ә" 


D) 6/6 m* E) 14 т? 


Calcular el volumen de un prisma cuadran- 
gular regular ABCD-EFGH, si: HC = V10 m y 


el ángulo entre CH y BG mide 53°. 
А) Уб? В)245 шї О) 4/6 т" 
DESI юз 6n? 


En una pirámide V-ABCD cuya base es 
una región rectangular, calcule VC si 
VA = 6m,VB = 5my VD = 7m. 


A)Yd3m — B)8m о 2 
D) V38 m E)6m 


En una pirámide cuadrangular regular el 
área de la superficie lateral es V7 veces el 
área de la base. Calcule el ángulo entre una 
arista lateral y el plano de la base. 


А) 45° В) 53° С) 75° 
D) 60° E) 74° 


El área de la superficie lateral de una 


pirámide triangular regular es 27m y la 
distancia del centro de la base a una de las 
caras laterales es 2m, calcule el volumen de 


dicha pirámide. 
А) 18m? B) 16 m? C) 14 m? 
D) 20 m? E) 6/3 m? 


10. Las aristas laterales de una pirámide 
triangular tiene longitudes iguales. ¿Qué 
punto notable del triángulo que limita a la 


base es el pie de la altura de la pirámide? 


A) Ortocentro B) Incentro 
C) Baricentro 
D) Circuncentro E) Excentro 


11. Se tiene una pirámide regular V-ABCD; el 


área de la superficie lateral es 5 y la 
distancia del centro de la base a una cara 


lateral es d; calcule el volumen de la 
pirámide. 


Sd 


A) e 


Sd 


D) 16 E) 


12. Un prisma regular ABC-DER M es el 
punto de intersección de las diagonales 
de la cara lateral СВЕЕ Si: DM = 5m y 
el ángulo entre DM y el plano de la base 
DEF mide 53°, calcular el volumen del 


prisma. 


C) 30/6 т? 
E) 40 m? 


А) 204/2 т? В) 24/3 т? 


D) 1845 m? 


13. Un prisma triangular regular se encuei 


14. 


15. 


MATEMÁTICAS II 


GEOMETRÍA 


En una pirámide cuadrangular regular, las 
ipotemas suman 20 y dos caras laterales 
Opuestas forman entre si 74°, calcular el 
volumen de la pirámide. 


inscrito en una superficie esférica en li 


se desea calcular el área. Conociendo quel 


arista básica mide 6 yla arista lateral 4. 


) 40 B) 24 с) 36 
A) 36x B)48 л С) 04 д a y 
D) 100 x Е) 72А 972 
Hallar la altura de una pirámide triangula En un prisma la suma de los números de 


as y aristas es 30, hallar el número de 
la cual las aristas laterales son congruen 3 


todas miden 5и y el producto de lan nri 


básicases 16 veces el área de la base, B)15 C) 16 
E) 10 
A)2 B3 С) 2,9 
T Bs fl in el gráfico se muestra el desarrollo de la 


En el gráfico se muestra el desarrollo 


ima el área de la región triangular AMN, si 
superficie lateral de un prisma trii | volumen del prisma de base triangular es 
regular, hallar la distancia entre los [n 6 


yOenelprisma. 


— o 


B) 3/39 © 2439 
A) N23 B) V22 oval 
E) 3 V26 


E) S 


ular el volumen de un prisma recto si el 


ollo de su superficie lateral es una 


sión rectangular de área 64cm?. Además 
el polígono que limita a su base se 
ede inscribir una circunferencia de 1 cm 


regular, la diagonal AC de dichi 
cuadrada queda doblada en 4 partes al 
el prisma, hallar el ángulo entre due 
consecutivas. 


A) 120* B) 32 cm? 


D) 150* 


B) 90* С) 8 cm? 


E) 128 cm? 


21. 


22. 


Si se interseca una pirámide cualquiera 
con un plano paralelo a la base,entonces: 


A) Las aristas laterales y la altura quedan 
divididas en partes iguales. 

B) La sección plana es un polígono que es la 
mitad de la base. 

C) Seobtiene un tronco de pirámide. 

D) Seobtiene una pirámide truncada. 

E) Las aristas laterales y las de la base que- 
dan divididas en partes proporcionales. 


Las dimensiones de un prisma rectangular 
están en progresión aritmética. La segunda 
de sus dimensiones es numéricamente igual a 
su volumen. Calcule el volumen del prisma, si 
una de sus diagonales mide 3/2 


A) 2 
D) 10 


B) 6 C8 


E)12 

En la figura, calcule el área de la superficie 
del sólido mostrado. 

A)6(3 V3) 
B)6(3/3 +2) 
C)9QN3 +3) 
D)9(2N2 +3) 
E)9(3/2 +3) 


óm 


La altura de un prisma recto mide 6 cm, y uno 
de los lados de su base rectangular es el doble 
del otro. Si el área de la superficie del prisma 


es 144m?. ¿Cuál es la longitud de una de las 


diagonales del prisma? 
A)9m B)10m С)8т 
D)4 5m E)7m 


25. 


26. 


27. 


28, 


29. 


Un paralelepípedo rectangular tiene 
dimensiones a , b y c en metros. Si el área de 


susuperficie es 94 m? y su diagonal mide 5 
v2, calcule el valor de (a + b + с)2. 


A) 144 
D) 142 


B) 140 C) 120 


E) 121 


En qué poliedro se cumple que el número de 
caras es igual al número de vértices. 


А) Prisma 
C) Tronco de pirámide 
D) Tronco de prisma 


B) Pirámide 


E) Octaedro regular 


En una pirámide regular cuadrangular el 
área de la superficie lateral es el doble del 
área de la base y el área de la región 
triangular formada por dos aristas laterales y 
la diagonales de la base es V6 m? . Calcule 
el volumen de dicha pirámide. 


A) б B) 2/7 © xD 
D) 4/2 E) 76 


En un prisma regular ABC - АВ'С' se ubican 
los puntos M y N centros de las caras ACC'A y 
AB'C”, tal que: MN = 242 y la medida del 
ángulo entre MN y la base es 30°. Calcular el 
volumen de dicho prisma. 


A) VIS B) 36V6 С) 20 
D) 27/6 E) 30 


Se tiene un triangulo equilátero ABC y un 
cuadrado ABDE ubicados en planos 
perpendiculares. Calcular el volumen de la 
pirámide C - ABDE, si la longitud del 
segmento que une los puntos medios de 
AD y AC eslu. 


31. 


MATEMÁTICAS П 


3 246 prisma triangular recto ABC — АВ" 
23 Vu о or el centro de gravedad de la base AB/C' se 
D) 243 E "TE un plano paralelo a BC y que interseca 
3 п M de modo que 2AM = MB. Calcular 


razón de volúmenes de los sólidos que 


Calcular la suma de las medidas du l na este plano en el prisma. 


ángulos de todas las caras de un prisma ij 


tiene"A" arista. ) 7/3 В) 7/20 © 7/19 

А) 120(A - 2) B) 180(A - 2) ) 11/20 E) 20/11 

C) 360(A - 2) [ 

ses SOM. una pirámide regular P — ABCD cuyo 


olumen es V, por el vértice C, por el punto 
dio de AD y el baricentro de la cara АРВ se 
taza un plano, el cual divide a la pirámide en 


Calcular el volumen de una piráti 
regular si su apotema mide 15 y la aris 


SS s sólidos. Calcule el volumen de uno de los 


lidos determinados en la pirámide. 


А) ауз — B)628/3 суо 
р) 916/3 E) 428 2. 27. 
: D oSv 
4 81 
Se tiene un hexaedro regular ABCD Mi Dr M 


cuyas aristas es igual a 4. Calcule el voli 
de la pirámide O-ABCD; siendo O el 


omando como base las caras de una 
del hexaedro. 3 


rimide cuadrangular regular se han 
izado exteriormente tetraedros regulares. 


32 39 „ 34 
AU В) On Шсшаг la distancia entre los vértices 
D 2 "T ternos de dos tetraedros opuestos, si la 


a básica de la pirámide mide a. 
v 


Se tiene un prisma recto АВС Н! У B)a C) 2a 
Sason 7515. Seron =5:, di i E E) E 


AB // CD, calcular el volumen del prii 

‘cada arista de un tetraedro se ha trazado 
ni plano paralelo a la arista opuesta. Calcular 
razón entre el volumen de dicho tetraedro 


юзер a 
1 94 { 
©) qa /5,2 +5,2 
2 


el volumen del paralelepípedo que se 


: termina con dichos planos. 
(O 


DES 


dl 16 B)2/3 o 14 


1 E) 3/8 


38. 


41. 


42. 


GEOMETRÍA 


En un exaedro regular ABCD -AB'C'D', se 
ubican los puntos medios M y N de AD y 
AB respectivamente, si P es centro de la 
cara AB'C'D', calcular el volumen de la 
pirámide C — MNP si el área de la región 


triangular MNP es 24cnP. 


A)32cm' — B)84cm* C) 54 cm? 
D) 64 cm? E) 72 ст? 
Las aristas laterales de una pirámide de base 


triangular son perpendiculares entre sí y miden 
8;6y12.Calcularel volumen de la pirámide. 


A)90 B)92 С)94 
D)96 E) 98 
Calcular el volumen de un prisma regular 


conociendo que la base está limitada por un 
pentágono, cuyo apotema mide 4 y 
conociendo además que el área de una cara 
laterales 16. 


A) 80 
D) 160 


B)120 С) 140 


Е) 180 


Calcular el volumen de una pirámide 
cuadrangular regular si las aristas laterales 
forman con la base un ángulo de 60, además 
la distancia del centro de la base a una arista 


básicaes 23. 


A) 5443 B)4842 с) 7243 
D) 48/3 E) 9642 
En un exaedro regular ABCD — EFGH, M es el 


punto medio de GC. Calcular la razón de 
volúmenes del hexaedro y la pirámide regular 
V—EFGH, siV e AM. 


C) 442 
E) 2 


A)3 B)2/2 


D)4 


43. Calcular el volumen de un prisma regular 
ABC — DEE si la distancia del vértice A al 
punto medio N de FE es igual a 4 y la medida 
del ángulo formado por AN y el plano de la 
basees 30. 


A) 448 ©) 16/2 


E) 4/6 


B) 8/3 
D) 6/6 


44. Dado un triángulo ABC por el vértice A se 
levanta AM perpendicular al plano del 
triángulo. Si las caras del triedro M — ABC 
miden 60° y AM = 42, calcular el volumen de 
la pirámide M — ABC. 

A) 


в)/з 


р) 2 E) 

45. En una pirámide regular P — ABCD, un plano 
que contiene a CD es perpendicular a la cara 
opuesta e interseca a РА en su punto medio. Si 
la distancia entre dos aristas alabeadas de 
dicho sólido es 2/3, entonces el área de la 


sección plana determinada es: 
A) 6/3 B)2/3 с) 342 
D) 6/2 E) 343 


46. Setiene el prisma regular ABC — AB'C', tal que 
el ángulo entre AB' y BC' mide 90. Calcular el 
volumen del prisma, si AB = a. 


a? a? a? 
na. D oc 
3 з 
m £48 yl 


MATEMÁTICAS Il 


47. En una pirámide cuya base tiene área "A" 
vértice equidista de sus aristas básicas, | 
setraza una sección transversal de área "Ii 
dicha pirámide. Calcular el área de la «il 
ficie lateral del tronco de pirámide det 
nado, si la medida del ángulo diedro det 
nado por una cara lateral y la base di] 
pirámide es 0. 


AMA-B)senü В) (5° 
A-B 

© (558) seno 

D)(A-B)se0 ^ E ( 


Y yZ. Calcular el volumen del prisma, 


AMNXYZ в) X 
p ENZ 
X«Y«z 


49, Se tiene un prisma triangular regular A 
B' C' cuya arista básica mide “a”. Se uble 
puntos medios M y N de AB y BC ren 
mente. Si los segmentos CM y AN 
un ángulo agudo cuya medida es 0. 
el volumen del prisma. 


за? xg- 
A) 16 [3cot' 2, 
з 
o ку +со®ө 
з 
D) E Vcot201 


50. Se tiene una pirámide PABC, tales i 
vértice P se forma un triángulo еси 
caras miden 60°, además РА = 12; VII 
PC = 8. Calcularel volumen dela piráti 


А)75/2 
D) 60/2 


B)80/2 


Fir 


d 
ides de 


rd de áreas. de superfi 


LA CURVA HIPOPIDE 


охо inició la vía de la astronomía matemática griega clásica, con un modelo geométrico de esferas 
océntricas que trataba de dar cuenta y razón de ciertos fenómenos, como las trayectorias erráticas 
planetas, dentro del marco de una directriz o principio: los movimientos de los cuerpos celestes 
ser circulares y regulares, y a partir de un supuesto geocéntrico: la tierra ocupa el centro del 
его; un desiderátum añadido era la simplicidad de la construcción. 


jafío de los planetas era acuciante: presentaban no 
cambios de velocidad, puntos estacionarios y 
llaciones de la eclíptica, sino retrogradaciones, cuya 
Icación- llevaría a Eudoxo a introducir su famosa 
ipede (traba de caballería en forma de 8) o lemniscata 
іса. La hipopede resulta del movimiento combinado 
¡dos esferas más internas: el periodo de rotación del 
ta sobre esta figura corresponde al periodo sinódico 
eta -el tiempo que le lleva recuperar la misma 
ión con relación al sol-, mientras que el de rotación 
la esfera que lo porta corresponde a su periodo 
«el tiempo preciso para llegar a situarse bajo la 
estrella fija-. 


„ el centro de cada uno de estos tinglados de 

independientes entre sí y dispuestos para cada 

Ка, es el mismo: la tierra. La construcción de Eudoxo 

ve intersecciones más complejas que las 

deradas por Arquitas al plantearse el problema de 
idos medias proporcionales, pero discurre en una 
similar, pues la hipopede está generada por la 
ción de una esfera con un cilindro de revolución 

inte y por la de la esfera o el cilindro con un cono cuyo eje es paralelo al del cilindro, 


eetría, algo sabemos tanto de su contribución decisiva a la teoría clásica de la proporción 
teles, Segundos Analíticos, 14a 17-25; Euclides, Elementos, V, escolio 1; Proclo, In 1 Euclidis 
55.18-23), como de la prueba de dos teoremas avistados por Demócrito: el volumen de una 
le es un tercio del volumen de un prisma de su misma base y altura; el volumen de un cono es un 
0 del volumen de un cilindro de su misma base y altura (Arquímedes, prefacios de Sobre la esfera y 
ndro y del Método), 


MATEMÁTICAS И 


Esel sólido generado por la rotación de una región rectangular alrededor de uno de sus lados. 
Sila región rectangular ABCD rota alrededor de su lado AB, entonces genera el cilindro representada gh 
la figura. 

El lado AB del rectángulo generador es el eje del cilindro, el lado opuesto CD es la generatriz (ul yj 
determina la superficie lateral del cilindro) y los lados BC y AD, que generan en su movimiento lai | 
delcilindro (círculos congruentes), son los radios de las bases del cilindro. 
Se llama altura de un cilindro a la distancia entre las bases. En el cilindro de revolución la ай. 
congruente con la generatriz. 


Sl 0sservación 


La sección axial de un cilindro de revolución, es una sección que se obtiene en el cilindro por WA 
plano que contiene al eje, en la figura es la región rectangular PQCD. 
Un cilindro es equilátero si su sección axial esta limitado por un cuadrado, o sea g = 2r 
Se considera que el cilindro circular recto es el límite al cual tienden los prismas regulari 
cuando el número de lados de la base aumenta indefinidamente. Es por esta razón que lif. 
fórmulas utilizadas para calcular áreas y volumen en el cilindro tienen similitud con | 
fórmulas utilizadas en el prisma. 


El desarrollo de la superficie lateral de un Й 
de revolución es una región rectangular de 
que uno de sus lados es congruente con ll 
del cilindro y el otro tiene una longitud ЩЙ 
longitud dela circunferencia de la base, 


GEOMETRÍA 


Il sólido determinado al intersecar a un cilindro circular recto mediante dos planos paralelos (no 


llelos a las bases) y secante a todas las generatrices. En un cilindro oblicuo las bases son regiones 
ticas, las generatrices no son perpendiculares a las bases. 


Sección 


recta Sirena, = 2n18 


OBSERVACIÓN 


Па base el semieje menor (r) es igual al radio de la sección recta. 


Fórmula aproximada para calcular la longitud de la elipse "Le" 


Ima tronco de cilindro recto u oblicuo a cada una de las partes en que queda dividido un cilindro 


[шега cuando se traza un plano secante a todas las generatrices del cilindro y no paralelo a las bases. 


Enla figura OO, es el eje del tronco de cilindro, además: 


DEMOSTRACIÓN: 


Datos: 


Por Demostrar: 


MATEMÁTICAS [1 DO ТО DO GEOMETRÍA 
© SixreraL del tronco es igual al S; Атк дү, del cilindro, 


entonces: $, „терді, DEL TRONCO = SLATERAL DEL CILINDRO 


босон асе 


Volumen del tronco es igual al volumen del cilindro. 


Radio de la Base del Tronco “r”. 
Eje del Tronco del cilindro "e". 


3 4, 
SLareraL DEL TRONCO = 29е; Угномсо = Ч 
Por el eje menor EF de la base elíptica traza! OBSERVACIÓN 
plano paralelo a la base circular. 
Luego los sólidos BMEF у СМЕЕ son conri 


45е Пата “cuña cilíndrica recta” si gy; = 0 


766 n 767 


MATEMÁTICAS II GEOMETRÍA 


Esel sólido generado por la rotación de un triángulo rectángulo alrededor de uno de sus catetos 
Siel triángulo rectángulo VOA rota alrededor del cateto VO, entonces genera el cono representado 
figura. a 

El cateto VO del triángulo generador es el eje (altura); el otro cateto ОА, es el radio de la bano 
hipotenusa AV esla generatriz del cono. 


etro de la base del cono es congruente con la generatriz. En este caso se dice que el cono es 
ilátero. 


ama tronco de cono a la parte del cono comprendido entre la base y una sección paralela a la base, 


OBSERVACIÓN 


La sección axial de un cono de revolución, es una sección que se obtiene en el cono por un pla 
contiene al eje, en la figura es la región triangular BVA. 


Un cono es equilátero si su sección axial esta limitado por un triángulo equilátero, osea y = Ae 


El desarrollo de la superficie lateral de un cono de revolución, es un sector circular cuyo radi. 
generatriz del cono, además el arco del sector tiene una longitud igual a la longitud de la circuni 
dela base del cono. 


Se puede observar que la superfic 
del cono y el sector circular tiene igual Й 
luego: 


adios del Tronco R y r 
'neratriz “g” y altura “h”. 


h 
Si (сомо) = Ssscron ova) lemostrar: Sir, =(R+Dg5 Vimonco = 73 (R? +12 € RP 


> mg-apgl ollando la superficie lateral tenemos un trapecio circular. Pr 


360 i 
ilculamos las longitudes de los arcos АА' y BB" 
Lum y Lg =2:R 


a: Medida del ángulo de desarrilly 
superficie lateral. 


MATEMÁTICAS II ri AL RODO IST. GEOMETRÍA 


Sal |2 зк), 


2 Siar = (Е +г). 5 
+ Por semejanza de triángulos de tiene: 


do cono al trazar una sección transversal (plano paralelo a la base); determina un cono parcial que 
mejante al total; en el cual se cumple: 


as longitudes de todas sus líneas homólogos son proporcionales. 
+ Luego por diferencia de volúmenes: , 


 zRÁhat) zt 
Vraouco TTC GM M ow 


as áreas de sus bases; de sus superficies laterales y de sus áreas totales son proporcionales a los 


Desarrollando: 


que limitan sus bases del tronco y cuyos lados laterales miden igual las generatrices del tronco. 
D 


0: medida del ángulo de desn 


'ono de revolución se inscribe una esfera se cumple: 


ELLE s | 


GEOMETRÍA 


MATEMÁTICAS II 


EJERCICIOS DE APLICACIÓN 


Halle el área de la base del cilindro. sisu 4 Calcule la medida del ángulo de 
desarrollo de la superficie lateral del cono 


volumen es igual a 320 cm?. dereválición: 


Rpta. 


El volumen del tronco del cilindro recto es 
225 v. Halle a+ b segün el gráfico. 5. El volumen del tronco de cono de rev 


lución es 14 u?. Calcule la altura, segun 
el gráfico. 


Se pide el volumen del cilindro: V a. 


El plano perpendicular a la base y que pase por el centro de la base es la sección 
axial ABCD y está limitada por una región cuadrada, se cumple que: h — 2r. 


Pordat: 5 (АВСЮ) = 16=2 > h-4yr-2 
V ailindro =n h =r 22.4 = 16лст?. 


"d circular recto de segunda espec 
3. La figura muestra una cuña cilíndrica de volumen de Зл m?. 

sección recta circular. Calcule el volumen 
del sólido si el triángulo ABC es equilátero. 


1 


Se pide el volumen del cilindro: V «nro: 


Datos; 

* Srom=S > 2rr(h+r)=S........ (1) 
2h ok 

* тык осы ш) 


Multiplicando (I) y (I): 
2н ета. =S.K > 4nar?h=SK 


Luego: arn=3k V, SK 
Уво e d 


773 


MATEMÁTICAS П E GEOMETRÍA 


] Se pide la relación de volúmenes del cilindro y del cono: E 

'CONO 
Pordato ОЛ + OB es mínimo entonces se cumple que: mZ DAO = m САВ = a. 
Luego podemos observar que los triángulos ODA y ВСА son semejantes, además 
OD =г y СВ = 2rentonces: AD =a y AC — 2a. 


Finalmente: Усшмрво _ zr^.3a 


Veono  nr2a 
3 


Усимшо - 9 
ve 2 


Se pide el volumen del cono: V cono: 


Pordato: ВН = 10 y OH=4 RsOTB:BT?=6?- 42 > вт= /20 


TN 4 
ч == =4у5 
Enlostriángulos BHC у OTB: айа=то=-о- э г d Se pide el volumen del cono que dio origen al tronco de cono: Уол. 


Ti. е 
Luego: Voss =зл(@У$) 10 PordatoinR^- 100g > R=10 y 


8007 
DL 


-Th R2 
t Vimonco = ^ (® 22] 
12 
2242 е 
7001 == (0 +12 +10г) > r=5 
Luego podemos observar en la sección axial ABC que РО es la base media de AC. 
> ВМ = МО = 12 1 
Vroni = 3710 «24 


2 Утотд, = 8007. 


Resolución: 


Resolución: 


MATEMÁTICAS Il Д GEOMETRÍA 


Se pide el área de la superficie lateral del cono: S q ar. 

Pordato: BO = h 

Sea A un punto de la base entonces la porción de segmento perpendicular trai 
a la generatriz intersecada por la prolongación de la altura BO en P es AP y [ur 
dato AP — a. 


a 
A-4483 т=з Y Vimonco = tie 


En la figura: tana-i- 


Las áreas de las bases del cono y el cilindro se encuentran en la razón de 4 a 1 por 
lo tanto los radios estarán en la relaciónde 2a 1. 


Luego: Saan 7 T8 
Se puede observar que; si la altura del cilindro es h, entonces la altura del cono 


2 Saa = nah es2h. 
Vailindro = КЬ 
ls LE 
Vemo = 320) 0А) > Vono = AR 


Se pide el volumen del tronco: V комсо» 


Por dato los triángulos ACM y CMD son equiláteros de lado “a”. 
ES MBD (Notable de 302 y 609) 


MATEMÁTICAS 1 GEOMETRÍA 


De los datos: 
2ье-а 727 
(IR43)32 27 — Ra-343 ca... а) 
Pero es un cono equilátero: 
Za- 26/3 a=RyY3 
En (1): R(RV3) = 3/3 R= Зз 
Piden: Уаныго Se sabe que: Ардтсопо) = "(2R) (4R) 
Datos: Avicwo) = 89КА 


De (I) se obtiene: ато) = 8703) 
QUOS Rg 
2 Avon) = 247 
а= 25 > 0-30 
Como: R28 5 g-1 
Finalmente: Макао = TR? 


Vasa = я (V3 PO) 


Valindro = Зл 


MATEMÁTICAS II 


En el APOE se observa que: 
e ОС= РС= СЕ = r/3 
€ ghe? = (21/3) h=ry11 

La distancia de “С” al plano АРВ es =; tomando la cara APB como base y vl 


punto C como vértice. а 
1 г 
Vp. Anc = Ус-АРВ = ¿wo (3) 
l(Zm)r r* 
8 98 И 


3 
г 
руса gu 


GEOMETRIA 


Observamos que los 3 conos tienen secciones axiales semejantes, entonces los 
conos son semejantes. 


Por lo tanto, se cumple que: 


En forma análoga se pueden establecer relaciones para pirámides semejantes. 


Datos: 


Se pide: 
Se observa que: 


De (1): 


+ +в} 


Área (1) = S, 

Área (2) = 5, 

Área (3) = S, 
BRA 

n 2 E" 7 

Ж „Ёз Ys. 


Hn ng 


S +S. Js. 
L^ 2 1 


зрела 


GEOMETRÍA 


MATEMÁTICAS 11 


Šem: г: radio de la base del cilindro Sepideel área del tronco de cono: 5 ттаоңсоресоко)- 
R : radio de la base del cono Bs OCD esequilátero > он=нр=®; мс- 8-1 yg-R 
Luego: Sr(rmowcopgcowo) 7 &(R-F)g + nR? + nr? 


Dato: Generatriz del cilindro = R 


1 а" o "a" 2 
Se pide: ERO FS uris DR CONGI ern) es (8) 
Note que: 2a + B = 180° 


п 
++ Svr (TRONCO DE CONO) zr 
Dato: 


Ar? + Ar -3R? =0 
2r 


43R 
a >< 


Entonces: 


^ «-635 y р = 53° 


era 


Resolución: 


Tronco de con л 
inserito «Т Se pide el volumen del cono: V cono: e, 
semiestora Se traza el diámetro AB y se ubica el punto medio P de CQ y por dato mz АРВ = 


90°; P'esla proyección ortogonal de P sobre la base, entonces las longitudes de las 
proyecciones de AP y BP sobre la base son: 


AP'=/13 y ВРр'= 4/17 


ISAPB:AO=0B=0P=r, Епе COQse cumple que: 


783 


Resolución: 


MATEMÁTICAS II 


CP-PQ-PO-r CP'-P0-7 y Qo-r/8 


Enel A AP'B porel teorema de la mediana: 


2 
15*+ 17° -a (7) рав > г=2/3 у Q0=1V3-0 


Luego: ^ Vcowo 75h 1.9603. 6 


^. М сомо= 247 


Pordato el perímetro de la sección axiales8 > 2(g+R+r)=8 
8 + (В +г) =4....... [0] 
'Se pide el S п терд) sies máxima. 
5 ал = (К+ г) 8. 
Sabemos que: Va;beR, secumple: a+b>2Vab 
Luego: si gyb=R+r > g*(R«D22/g(R +1) 


Luego (1) y (II) en (I) 422 Fun 


elevando al cuadrado 1624, m. > 4r 2 Suan 


ap 


. (ID 


7. Squemáxima 7 47 


кес 4 


GEOMETRÍA 


Se pide volumen del tronco de cilindro circular recto: V ronco): 
Dato: “R” medida del radio dela esfera inscrita en el tronco de cilindro. 
КОТО: OT-RyOO,-RJ2 > e=R(Y2+1)...... 0 


Verronco) =т R?.e ...... (ID 
Reemplazando (II) en (1): 
Vernowco) =7 R^. R(/2 +1) 


^ Vernowco) = А (/2.«1) 


Resolución: 


MATEMÁTICAS II 


Sea S el área de la base de los conos — el área de la base del cilindro es: 8. i 


Silas alturas de los conos miden h, yh; > h =h; seca + h¿seca.. 


S.cosa.h _ cosa.(h,seca + hy seca) 


x 
Luego: —<ILINDRO — 
NCC CS 
3 3 
Maupno _ cosa. seca (hy) 
М ied 
ФУ, 


Усимрво .. з 
Vi Vo 


Resolución: 


Se pide el volumen del cilindro: V сп ро. 
Por dato: PQ=J6 


T 
gu tha) 


Enel cubo se sabe que la arista mide 2r, 


EG=2rV2 y AG=2rWV3 


GEOMETRÍA 


MATEMÁTICAS I! 


En un prisma triangular regular se inscribe 
їп cilindro (la base del cilindro esta inscrita 

la base del prisma). Calcule la razón entre 
las áreas de las superficies laterales de los 
ólidos mencionados. 


Se pide la longitud del menor recorrido de la curva AH. 


Pordato: — S,-zí-z > rel y Al aumentar el radio de la base de un cilindro 


de revolución en 6m el volumen aumenta en 
"хп, Si la altura del cilindro aumenta en 
n, el volumen aumenta en “х”т?, Calcule el 


lumen original del cilindro, si la altura 
iginal es 2m. 


Sur 7 12S, = 127. 
E 


arg=12% > g=12 
E 
1 
Luego calculamos la medida del ángulo de desarrollo (9) donde: 


r 1 
=. == .—=30 
0 = 360. a 360. ii 


С) 54n т? 
Luego el desarrollo de la superficie lateral es un sector circular de ángulo E) бал т? 


cuya medida es 30%. 


Calcule el volumen del cilindro de 
revolución, si: РА + PO =6 V2 m. 


12x42 m? 


187 V3 m? 


20r m? 


24n m? 


Para que AH sea mínimo AH debe ser perpendicular a VA. 
Luego por Es. (Notable de 30? y 60%) 


281 m? 


calcule el volumen del sólido mostrado, si: 
=3m y NM - 1m 


16r m? 
бл m? 
8r m? 
Sn mó 


121 m? 


5 


8. 


GEOMETRÍA 


Si un cilindro se proyecta sobre un plano 
paralelo a su base determina un círculo cuya 
circunferencia mide 16 u y si se proyecta 
sobre un plano paralelo a una generatriz 


determina un rectángulo de 20 u? de área. 
Calcular el volumen 


A)20 
D)80 


B)40 C)60 


E) 100 


En un cono circular recto de 9 u de alto y 15 u 
de radio se inscribe un cilindro recto tal que 
una de sus bases está en la base del cono. 
Calcular el máximo volumen del cilindro. 


А) 1507 
0) 130л 


В) З00л С) 1407 


Е) 2801. 


Un cilindro recto tiene sus tres cuartas partes 
con agua. Se suelta un cubo metálico y el 
nivel del agua sube 4/z, el diámetro del 
cilindro mide 8. Calcular la arista del cubo. 


A)3 
D)6 


B)4 e5 


E7 


El desarrollo de la superficie lateral de un 
cono de revolución es un semicírculo cuyo 
radio mide “а”. Calcular el volumen del cono 
en términos de "a", 


EO NT Y e v^ 

A Da От 

p) 724 МЕЗА 
6 


MATEMÁTICAS Il 


GEOMETRÍA 


En la figura se muestra un cono de revolución 


22. Calcule la medida del radio de la base de un 


9. Se tiene dos cilindros circulares rectos y 
semejantes; cuyas áreas de sus superficies 
totales son 128 т y 200 л respectivamente. 
Calcular la razón de sus volúmenes. 


13. Calcule el área de la superficie lateral de 
cono de revolución si el segmento media! 
de una generatriz comprendido entro dii 
generatriz y la altura del cono mide Jy. 
además la altura del cono es 10cm. 


бст; calcule el área de la región triangular 
ОАВ, que está enel interior del cono. 


D) 25 V3 тст? 


En el cilindro oblicuo que se muestra: АЙ 


En el gráfico, se muestra un cilindro de 
revolución, si: AM = MB = 3m y MP = 2m, 
calcule el volumen del cilindro. 


„ calcular el área de la sección reet 


El volumen de un cono de revolución es 


"Sórcm? y ABC es un triángulo equilátero 

inscrito en la circunferencia de la base del 

cono; además el triángulo ABC esta 
circunscrito a la base de un cilindro de 

revolución, el cual se encuentra inscrito en el 
. Calcule el volumen del cilindro. 


Calcular el volumen de un tronco, de cilii 
recto circunscrito a una esfera sabiendo 
las generatrices del tronco miden 1 y 4. 


En el gráfico, se muestra un cilindro de 
revolución inscrito en un cono de revolución, 
calcular el área de la superficie lateral del 
cilindro, si: VO = ómyR- r= 2m 


. Un cono circular recto cuya altura mide 
está circunscrito a una esfera de raill 
Calcular el volumen del cono. 


. En el gráfico, el cilindro de revull 


mostrado es equilátero y el área 
región paralelográmica ABCD es lj 


2 /19 ; calcula, el volumen del cilindro. 


. Calcule la razón entre el área de la superficie 
total y el área de la superficie lateral de un 
cono de revolución sabiendo que el ángulo 
entre dos generatrices diametralmente 
opuestas mide 74°, 


А y OB son dos generatrices de un cono de 
volución que forman un ángulo que mide 
30°. Si OA = 4 y еп la base m AB = 90. 
alcular Ча longitud de la proyección 
ortogonal de la altura del cono sobre una de 


alo wiu 


tronco de cilindro circular recto cuyas bases 
forman un ángulo diedro cuya medida es 
igual a 60%. Además la suma de las áreas de 
las bases es"S", 


E ys 4s 
A) а в) e [9] ko 
4s УЗ 
Di Di 


Calcular el volumen del tronco de cilindro 
oblicuo cuya generatriz máxima mide 2/4, 
la generatriz menor es nula y las bases del 
tronco son congruentes y perpendiculares. 


А) B) = 


9 


ala wia 


2x 
D) E. 


a 


Calcular el volumen máximo de un cono de 
revolución inscrito en una esfera cuyo radio es 3. 


ale DES о 21 


„з= Е) = 


Calcular el área total del cilindro de revolución 
de mayor superficie lateral puede ser inscrito 
enuna esfera de radio 4. 


A)16x B)12x C)24n 
D)48x E) 967 


El área de la sección axial de un cono de 
revolución es 24. Calcular el área de la 
superficie lateral de un cilindro de revolución 
inscrito en el cono, de tal manera que la 
generatriz del cono y la generatriz opuesta 
tiene por extremo el centro de la base del cono. 


А)8л В) 9л C)125 
0) 15л Е) 187 


27. 


28. 


29. 


30. 


Se tiene un cilindro de revolución, el diámetro 
de una base es AB y el centro de la otra base es 
"C"talesqueAC = 8 y mZ ACB = 30°. Calcular 
elárea dela superficielateral del cilindro. 


А)8т 
D)64x 


В) 16л С) 327 


Е) 1287 


Se ubica un punto en la generatriz de un cono 
circular recto, de tal manera que dista 5; 3 y 8 
del vértice, de la altura y de la base, 
respectivamente, Calcular el área de la 


superficie total del cono 
А)324т В) 3067 С) 3007 
D) 216r E) 2901 


En un cono de revolución, una sección axial 
determina dos sólidos parciales y en uno de 
ellos se inscribe una pirámide cuadrangular 
regular cuya base está inscrita en la sección 
axial, además una arista básica está en la base 
del cono. Si dos generatrices diametralmente 
opuestas determinan un ángulo que mide 
53°. Calcular la razón de volúmenes de la 
pirámide y el cono. 


1 3 2 

A) ч B) г, ©) Ter 
8 

P эк B 27 


Se tiene un cono circular recto de volumen V 
en cuyo interior se traza una pirámide 
cuadrangular regular cuyo vértice es el centro 
de la base del cono y los vértices de su base 
pertenecen a la superficie lateral del cono. Si el 
plano que contiene a la base de la pirámide 
determina en el cono una sección cuya área es 
la cuarta parte del área de la base del cono. 


Calcularel volumen de la pirámide. 
3v зу у 

A) == > 

irs ? вк “е 
9n v 


31. 


32. 


. En el gráfico se muestra un cilindra 


MATEMÁTICAS II 


En el siguiente tronco de cilindro recto, nis 
ВМС = 90, “О” es el centro de la base, АВ = Y, 
CD = ЗуАМ = 3 МР. Calcular el volumen del 
tronco. 


"Еп un cilindro de revolución de volumen V, se 
trazan los diámetros AB y EF ortogonales. 
Calcule el volumen del sólido АВЕЕ 


2v sv 
B) "x [9] ж 
А)110 л Е) i 
B)120 т 
C)140 т Por un punto del diámetro de la base de un 
cono equilátero se trazan perpendiculares a 
D)110/7 х dos generatrices diametralmente opuestas 
E)210 x А! cuyas longitudes están en la razón de 1 a 3, 


¿dicho punto dista del vértice del cono 1З 
ст. Calcular el volumen del cono. 


Si el tronco de cilindro recto que se muesli 


en la figura, en el cual las superficies inferi B) 4843 ncm 
(región circular) y superior (región elliptica]: 3 
forman un ángulo diedro de medida 30", 81 2448 m 

radio de la base circular mide 2p. Calcular al В 

volumen (en и?) del tronco de prisma trii ) Tu em? E) 28, di 


gular regular inscrito en el tronco de сП 
Sabiendo que una de sus aristas coincide i 


En un cubo ABCD — EFGH cuya arista mide. 


la generatriz mayor AB. “а”; calcular el volumen del cilindro cuyas 
Аз 
B) 4 

ла? уЗ. лаз /3 
©) 5 9 e 4 
D)6 E) na? VIO 
E) 3/3 


е tiene un tronco de cono de revolución 
donde una de sus generatrices es AB (А 
гепесе a la base mayor de centro О). Si C 
diametralmente opuesto a B, se traza 
interior mente al tronco de cono un cilindro 
(е revolución que tiene una generatriz ВР 
contenido en AB y además la generatriz es 
diametralmente opuesto a BP es QO la cual 
está contenida en OC. Calcular la razón de 
olúmenes de estos sólidos, si BP = 2(AP) 


revolución, calcular el área de la supi 
esférica que es tangente a CD en T y y 
contiene a los puntos M; B y N, si Ci 
TD = 4туАМ = MD 


А) 257 

nu CT] 
C) 1507 10 а= 2-4 
D) 1007 10/5 


"uu 
E) 2007 Dus 


38. 


39. 


41. 


GEOPIETRÍA 


Calcular la medida de la altura de la pila 
triangular que forman cuatro esferas tangen- 
tesentre sí y de radio 10. 


з 
А) а? Ban © E 

а?у/бл ERES 
D Ls 


Calcular el volumen de un cono cuyo vértice 
coincide con el de un tetraedro regular de 
arista "a" y cuya base está circunscrita a la 
base del tetraedro. 


А) 6(/2 +3) 
о з(з+/3) 


S SB) 


в) 6(3+43) 


5 == v6) 


La figura mostrada es un tronco de cilindro 
oblicuo cuyas bases están en planos perpendi 


culares. Si mZ ABC = 15 y AB? — СЮ? = 64. 
Calcular el área lateral del sólido 


Se tiene un recipiente cilíndrico de lámina 
(cerrado en ambos extremos) cuyo volumen 
es V Calcular las dimensiones que requerirán 
la mínima cantidad de material. 


42. Un cono de revolución con vértice en el 
centro de la base de una pirámide cuadrangu- 
lar regular tiene su base inscrita en una cara 
lateral dela pirámide. Calcular el volumen de 
la pirámide sila razón de las áreas de la super- 
ficie lateral y la base del cono es 5/3 y la 
menor distancia de la cúspide de la pirámide 
a un punto dela base del cono es 7 


A) 6000 B)6120 С) 6210 
0) 6102 Е) 600 


. Los radios de las bases de un tronco de cono 
recto miden 4 y 6. Si el sólido es circunscrip— 
tiblea una esfera, calcular su volumen. 


C) 904/32 


2885 E) 304/6 х 
3 3 


A) 


EX ков) 


200/3 z 
3 


D) 


. Un recipiente que tiene la forma de un tronco 
de cono de revolución, cuyos radios de las 
bases miden3 y 6, contiene agua hasta 2/3 de 
su altura total. Se introduce un sólido cuyo 
volumen es 1827, tal que el nivel del agua se 
eleva hasta enrasar la base superior. Calcular 
laaltura del recipiente. 


А)12 В)6 c9 
D)15 E)18 


Los radios de las bases de un tronco de un cono 
recto miden 3 y 6. Calcular la medida del radio 
de la base de un cilindro recto de igual altura, 
que sea equivalente al tronco de cono. 


A)748 B) 1247 о J21 
D)3/7 E) 4,5 


. Un cono de revolución está inscrito en una 
esfera cuyo radio mide 13. Si en la base del 
cono se encuentra inscrito un cuadrado cuya 
áreaes 288, calcular el volumen del cono. 


А) 5767 
D) 750n 


В) 6407 C) 8647 


Е) 956л 


MATEMÁTICAS II 


generatriz mide 12 m, las longitudes de lii 
flechas correspondientes a los lados (Й 
rectángulo de la base están en la razón de | 4 
2. Si el volumen del cilindro es 3001 enil 
calcularel volumen del prisma. 


A)576 B) 400 С) 332 
р) 508 Е) 300 


Еп un tronco de cilindro circular recto, es 
inscrito una pirámide triangular regular O 


ABC cuyo volumen es 3/3 m?; О es centro 
la elipse у ABC está inscrito en la bane й 
tronco. Calcular el volumen del tronco 
cono circular recto. 


A)8n В) бл С) 10m, 
0) 127 E) 18n 


. Se tiene el prisma regular ABC — DEI ein 


cual se inscribe el cono cuyo vértice mi 
baricentro de la región triangular DCH у 
base circular está inscrita en la base [Di 
Calcular la razón de volúmenes de los sili 


nZ ya 
2n Li 


D) 


1248 
т 


En un cono de revolución de vértice "(| 
diámetro АВ, en la base se trazan АЙ y 
cuerdas secantes que forman un ángulo 
45". Calcular la m4 POQ, si la altura del i 
es congruente con el radio de la base. 


A)45 B)90 C)60 
D)120 E)75 


Arquímedes es uno de los más grandes matemáticos de todos los 
llempos, tanto por la magnitud de su contribución al patrimonio 
hatemático de la humanidad como por la genialidad de sus 
nétodos. A partir de 1906, fecha en que el gran helenista e 
listoriador de la Matemática J. L. Heiberg exhumó la obra de 
Arquímedes, EL MÉTODO, tras una encomiable labor de paleografía 
hatemática, sabemos que este tratado es una obra singular de 
Irquímedes, porque en ella revela a la comunidad matemática 
lejandrina — en carta dirigida a Eratóstenes — la forma de descubrir 
los resultados matemáticas por medio de la mecánica, que se 
jcultaba en el resto de sus escritos científicos. La combinación de 
'ometría y Estática que Arquímedes había hecho en sus tratados 
obre el Equilibrio de los Planos y en Sobre los Cuerpos Flotantes 
ara establecer rigurosamente ciertas propiedades relacionadas con 
equilibrio de ciertos cuerpos geométricos, la realiza de nuevo en EL MÉTODO para descubrir e 
hvestigar resultados, que, obtenidos de forma mecánico-geométrica en esta obra, demostrará de forma 
impecablemente rigurosa en sus famosos tratados científicos conocidos. Mostrando la aplicación del 
Método mecánico a la cubatura (volumen) de la esfera, de donde Arquímedes descubre a su vez, 
nediante una feliz intuición, la Cuadratura (superficie) de la esfera. 


оз trabajos geométricos desarrollados por Arquímedes en esta obra son probablemente considerados 
s más importantes por el científico, hasta el punto que, segün testimonio de Plutarco (Marcelo, 
,12), ratificado por Cicerón (Tusculanas V. 23), el sabio exhortó a sus deudos a que se grabara en su 
umba lo que sería el primer epitafio científico de la historia, las figuras de un cilindro circunscrito a una 
Мега junto con un epigrama que describiese la relación que las vincula, sencillas proporciones que 
lebieron impresionar al propio Arquímedes: 


а esfera y el cilindro circunscrito a ella están en la relación de 2 a3, tanto en volumen como en área total.” 


Los volúmenes de un cono, una semiesfera y un cilindro de la misma altura y radio están en la razón 1:2:3.” 


MATEMÁTICAS II © A GEOMETRÍA 


El segmento que une el centro de una esfera y el de un círculo menor de la esfera, es perpendicular 
al plano del círculo. 


A 


SiO y Q son centros: 


> 001 АВ 
En este movimiento todo punto de Іа semicircunferencia describe una circunferencia, cuyo centro 
enelejede rotación y cuyo plano que la contiene, le es perpendicular. 


Como cualquier punto P. de la superficie esférica pertenece a la semicircunferencia que la engendra, у! 


centro de ésta no se mueve en el giro, concluimos que: todos los puntos de la superficie equidistan de Planos equidistantes del centro de una esfera la cortan en círculos congruentes. 
punto fijo, llamado centro. 


Ala distancia fija entre cualquier punto de la superficie esférica y su centro se le llama radio. 


Se llama esfera, la engendrada porla rotación de un semicírculo alrededor de su diámetro. Si OM-ON o n=", 


Todo plano tangente a una esfera es perpendicular al radio que pasa por el punto de contacto. 


Plano 
tangente 


1) Todasección plana de una esfera es un círculo. 


Si el plano secante no pasa por el centro se obtendrá un círculo menor y si pasa por el cent. 
círculo máximo. 


Й área de una superficie esférica es igual al 


área de la superficie generada por un segmento (AB), al girar una revolución, tomando como eje de 
iroL, esigual a la longitud de la circunferencia cuyo radio ехе! segmento mediatriz de AB limitado рог 
, multiplicado por la longitud de la proyección ortogonal de AB sobreT.. 


GEOMETRÍA 


Datos: 
+ Segmento mediatriz de AB limitado рог L : MN =d 


Proyección ortogonal de AB sobre L : CD =h. e 
— 3 Si O es el centro del arco ÁB, tenemos que: 
Por demostrar: 


. Sm =2лӣ.һ donde:d=r 


* Sog : área de la superficie generada por AB. 
Sm -2nr.h 
Sean -2nd.h 
R«r h 7 Scasquete esférico) = 2101 h 
+ Enel trapecio ABCD: m = ¿sena == 
+ Eneltriángulo MEN: sena == 


En el E. АВС: por relaciones métricas se cumple: 


c?-2r.h 


o pr Finalmente: 
* Al girar el trapecio ABCD genera un tronco de cono donde: 


B ptm 
+ Sccasquete esférico) = TC 


SLareran tronco = (К +1)8 donde: “с” es la longitud de la cuerda correspon- 
ако 


c 
diente al arco generador AB. 
Sog = ОК) 0) 
De (Den Ш: < Soga = 290. e ? 
e (D en (ID: Sag й K 
P r Si O es el centro de la semicircunferencia AB. 
“uk o |а * Soc) 72zd.h donde: d=r y h=2r 
ad м 2 
М, H Sog 7 2л.г.2г = Anr 
Si O es el centro del arco ÁB, tenemos que: 4 
a 7 Scuperficie esférica) = 4ЛГ 


. Sca, =27d.h donde: а= г 


-2nr.h 


^ Strona esférica) = 211 h 


volumen de una esfera es igual a un tercio del 
de la superficie esférica multiplicada por el 
O. 


MATEMÁTICAS 17 ^ 277, орн ' GEOMETRÍA 


Se llama huso esférico ala superficie generada por Ез el sólido engendrado por un semicírculo 
una semicircunferencia al girar un cierto ángulo gira un cierto ángulo (menor que 360) айг, 
(menor que 360) alrededor de su diámetro. desu diámetro. 


Esla superficie generada por un arco de circunferencia que gira alrededor de un diámetro exterior. 


Si uno de los extremos del arco generador coincide con uno de los extremos del diámetro, entonces 
superficie generada se llamará zona esférica de una báse o casquete esférico. Si ninguno de 


extremos del arco generador coincide con los extremos del diámetro entonces la superficie gene Ш 
llamará zona esférica de dos bases. 


Se Пата anillo esférico al sólido engendrado por un segmento circular al girar alrededor de un diámet 


exterior. 


s GEOMETRÍA 


Para superficies generadas. 


cie cuya área es igual al producto de la longitud o perímetro de la figura por la longitud de la 
tcunferencia que describe el centroide de la línea. 


: Longitud de la línea que gira 

: Centroide de la línea que gira 

: Distancia del centroide C hacia "L^ 
с: Área de la superficie generada 


FEDES 


Para sólidos generados 

їп un plano se tiene una recta L y en uno de los semiplanos que determina se tiene, la región R de área 
, al hacer girar esta región alrededor de la recta L se obtiene un sólido cuyo volumen se calcula 
nociendo el área A y la distancia X, del centroide de la región a la recta L. 


A : Área de la región que gira 
C : Centroide de la región que gira 

X : Distancia del centroide C hacia T 
Уус : Volumen del sólido generado 


a) Distancia del centroide de la semicircunferencia al diámetro: d, = 25 1. 
n 


Dato: Radio de la semicircunferencia "г". 


Por Demostrar: Distancia del centroide “с” al diámetro AB. 


2r 
ias 
T л 
* Hacemos girar la semicircunferencia, 
tomando como eje T 


* Рог Pappus se cumple: 


S ig, 7 2d! ; donde £ xr 3 


Sisuperficie esférica) = 27d} -7r 


Bantai 3 


4nr? 


=2nd.ar 


b) Distancia del centroide de un semicírculo al diámetro. d; — x 


Dato: Radio del semicírculo "г". 


Por Demostrar: Distancia del centroide "c" al diámetro AB 


2r 
d. um 
2 3 
+ Hacemos girar el semicírculo, tomando como eje de giro 1. 
* Рог Pappus se cumple: 


VatSemicireulo) = 2л@. Área 
Veten = 2nd; ar? 
E =2nd, nr 


E 


- 4 = 
ec: 


EJERL 


Determinar el valor de x si la esfera tiene 


4n m? de volumen. 


Calcule el radio de la cuña esférica si su 


volumen es 3 m?. 


Calcule el volumen del segmento esférico 
de 2 cm. de radio y el triángulo OMB es 
equilátero. 


4. 


GEOMETRÍA 


сла DE APLICACIÓN ОЕ 


Halle la longitud de la linea AB del 
centroide G; si al girar a través de la recta 
genera una superficie de área igual a 


1441 m’. 


Calcule la distancia del centroide de la 
región triangular al eje de giro 2 ; si al 


girar genera un sólido de volumen 2407 u”. 


t 
360° 


Calcule el volumen que genera la región 
cuadrangular ABCD de centroide G, al 
girar alrededor del eje 5 


Asup „esferica 7 Abuse 
„тенш мн, 

ак? =R? > 2=R 
En el triángulo rectángulo mostrado: 


A partir del gráfico se observa que: 


4 
Veenerado = 76?(8) – з x (4* 


“Моге que la altura del prisma es igual al 

diámetro de la esfera". 

Dato: Уеа = 362 $e =36л 
>R=3 


Vista de arriba: 


Reemplazando en (1): 
у. _ @6Уз)%(зу/з 
prisma. 2 


Vorisma = 16243 


GEOMETRÍA 


a=2Ry3 
а= 2(3)/3 


ІГ а=6/3 


Se pide la relación de las áreas de los casquetes generados por AB y BC al gir. 
entorno al eje OB. 
Es. MTO es notable de (30 y 60) 
—MT-rMO-2r 
Luego: radio del arco AB es “3r” y radio del arco BC es “r” 


GEOMETRÍA 


lución: Se pide calcular la medida del radio de la esfera “т”. о 


aeneo pci 26(3ÓH _ y Calculamos OH por teorema. 
feni A Teen fis | 
ита 
ES 6 
-h-, 


Luego las alturas del tetraedro miden: 1; 2; 3 y 


B y por teorema se cumple: 
Se pide el volumen de la cuña esférica. Vesna 7 


Por dato: Vestera = Sesfern Эа 4 > r-3 


EIL 


Tan 
РЕ 
1"2^g4 


мін 


QQ 
Shuso esférico = 1g Sestera 


a 3 М V 
oS 18:4" => «260 б 


ОГ. GUNT у v =6x 
Vea 270" = 270 Tt 


Se pide el volumen del segmento 
esférico: Vs ку 

Por dato: h - 8 y OM - 5 
entonces OT = OB = 13 

Ёз. OMB: Por Pitágoras 

а? = 13^ - 5* entonces a = 12 


anh? nah a8? 112.8 
Мане ose ng we: 


ЖЕ t 


3 _ 19847 
Siu 


808 


GEOMETRÍA 


Comola Г eselejedesimerí, entonces: AM « Np = 3 


C. G: Centroide dela región sombreada; entonces: d E 

Por teoría, el área de la región sombreada es igual a la mitad de la región 
: aS. 

cuadrada, entonces: Ses) e 

Luego porel teorema de Pappus 


Voms) 7 254.55) 


De (1): Vesfera Ж 5 
5 Vos) 2078.5 


Se pide: 0 
Es CTO:SIOC=R —+TO=Rcos0 y CT=PO=h. 
Pordato: 


.8 
“беу 9 Vatorcn, 


ide: " - 5. 8 
Se pide: V (región sombreada) = V, (R.S.) es decir: Vicor == V 


Por dato: S(ABCD) = S; entonces el lado del cuadrado es JS 


Ин E О MATEMATICAS E 


Luego: Rh S nRcost)* В 


GEOMETRÍA 


Reemplazando (В) en (о) : 
т Qaí-nf)a-m) > 1?=(2r-h)(r-h) finalmente: 


ren? 
+ 


ca ea 


d 


Se pide el volumen generado por la región de área "S": Vois) 
BAHP es notable de 30? y 60? entonces: PH =a /3. 
` Luego calculamos el V¿(s, por diferencia de volúmenes, entonces: 


» ol. 


Мову = Varasen) - 2* Vos 
Veüindro Vs 
dedos bases 


Tarna) NR 22 


ES AMO:Porpitágoras: PSA? 


Se pide la relación de los volúmenes de los sólidos generados por la región APO y ONE: 


* Por ángulo inscrito se tiene que: 


mBN = 60; m АС = 1209, como АВ es diámetro entonces m BC = 60. 


Luego MC es diámetro y "O" es centro 


z 
You). Vooo — 
Усов) 2rdxSoBO ә. (за) (2323 

Pappus 4, 


Se pide: ACA 
Уә 


Las regiones de áreas "S," у “S,” que giran alrededor de AO generan sectores 
esféricos cuyas alturas miden h, y h, respectivamente. 
ES.OQP:h, =Rsen0 y h, = R- h; = R- Rsenü 


2 
FA O cur meret nen 
Vos 3h h Rsenð senð 


Ve 
Pia- al 
Vos 


Resolución: 


MATEMÁTICAS II 


Se pide el Volumen del anillo esférico Уг e) 
Por dato: Superficie esférica) = 487 
¡Epia 


АВ? = 485 R?=12 


2 
Además: Vea e) Уаде > Ina 5, 2 


2 2 2 
АМО: Por Pitágoras — Ң?=г? 1) LE 5 12-5 à 


zh? m(12 a 2882/5 
Luego: Vee) LE 2 Vae)7 7 s 


GEOMETRÍA 
Piden: 

Del dato: 

AMAB: equilátero: 
Ahora se sabe que: 


aa 
Vorisma = 8 


Analicemos la porción de 1а esfera 


*El ángulo de 60* nos. “indica que seis de tales porciones completan una 
semiesfera, por lo tanto la parte mostrada es un doceavo de esfera”. 


Del dato: 


ТОВ: 62 =R? +(в./3)? 
R-3 
Cálculo del volumen del cono: 


[era Eiaa- 6 


а%(б)= 6 


а=1 


Vam = O) = 
Veono = 93 


Cálculo del volumen de la semiesfera: 


Ahora se observa que: 
R-a/3 2 R- /3 


167 з _ E 


Finalmente se sabe que: Meemiesfera = i Ry = =21(33) 
Vs i we Venise. 7 1442 
Улы = AE лд? ) Luego: Veono + Veemiestera = 93-144 
Vana = 2265 3» Veono + Vsemiesfera = (V3 +16)л 


BLEMA 19  Enlafigura “г еврїмө de tangencia, el triángulo ABC es equilátero, mz АЕТ = 
14^yCT = 6. Calcular el área de la superficie generada al girar el triángulo АВС 
una vuelta alrededor de la recta ET. 


PROBLEMA 18 Calcular la suma de volúmenes de la semiesfera y el cono de revolución, й 
Ls Еа С 


lución: 
Resolución: 


5 
Е 3 
ш 360° 


Se pide el área de la superficie generada por el triángulo АВС. Ss. (anc) 


Por dato el Л ABCesequilátero entonces: AB = BC = AC = r/3 
Se observa que: РО = OC = ОТ = R 


PB = РС = 2R Seanm AT = В y m CT =a, entonces: 
DPOB: BO = R43 y por ángulo exterior en la circunferencia: 
escam TB=6 y AT-8 Sumando (1) y 2): 2a = 148 > а = 749 


Luego ATOC: тсе (9) > б=2гзеп379 >5=r 
3 


s 
Finalmente porel Teorema de Pappus: 
5с.с.(лвс) = 21 (OT) (AB + BC + AC) 


=2л.г(3.г\/3 )=6лг°/3 
^ 55 0(дво =150/3 т 


Se pide x siendo С. G. centroide de la región sombreada. 

Sean ay blas medidas de los radios de las semicircunferencias menores, entonces. 
AB=2a+2b=2R — a+b=R 

Luego al girar la figura entorno al diámetro AB, se tiene que: 

Volumen generado por la región sombreada: Уе узе calcula por una diferencia de 

volúmenes de la esfera de radio R con las esferas de E ayb. 

Por teoría sabemos que: S = x ab 


EME 
Li 1 М == -> -< 
uego la(s) rios gU rds 
2nx.s- S (R3 аз 13) 
3 
zab 


Reemplazando los datos: xxab (ab -a° -b") 
xá 
хла - ZG +b? +3ab(a +) - a? b?) 
xxl yb +b) 
3 R 


Siun casquete esférico tienen un arco generador 
cuya cuerda mide 24/3, calcular suárea. 


A)16z В) 18л C)12n 
D) 24x Е)бт 


Calcular el volumen de una cuña esférica 
sabiendo que los semicírculos que la limitan 
determinan un ángulo que mide 18 y el área 
total de la cuña es 6/5 


A)n/12 
D) 7/24 


В) л/5 С) п/15 


Е) 7/18 


Un plano secante a una esfera determina dos 
casquetes tal que la relación entre las áreas 
correspondientes es 4/5. Calcular el radio de 
la esfera, si la distancia del centro al plano 
secante es 2. 


A)25 B)23 C)20 
D)18 E)14 


Calcular el volumen que genera una región 
cuadrantal de radio 3 al girar un ángulo de 
40° alrededor de uno de sus radios. 


А) 2n В) Зл С)4т 
D) 5л E) ón 


Calcular el volumen generado por la región 
sombreada al girar alrededor del eje coplanar 
L, sabiendo que "T" es punto de tangencia, 
“O” es centro común, АВ = 8 y BC = 2. 


А) 1921? 
В) 1941" 
С) 196л? 
D) 190т? 
Е) 198 7° 


Se tiene una zona esférica equivalente a un 
huso esférico (en la misma esfera de radio R), 
la altura de la zona es R/4. Calcular la 
medida del ángulo del huso esférico. 


А) 30 B)37 С) 45 
0) 53 Е) 60 


GEOMETRÍA 


7. Una cuerda cuyo radio es 2mm se enrolla 
fuertemente obteniéndose una esfera cuyo 
radio es 3cm. Calcule la longitud de la cuerda. 


A) 90cm 
D)3m 


B)9m C)30cm 


E)18m 


& Se tiene un prisma triangular regular en cuyo 
interior se encuentra una esfera la cual es 
tangente a todas las caras. Calcule el volumen 
del prisma si el radio de la esfera es 2cm. 


А) 24 V3 ст? В) 24/2 cm? С) 4842 cm? 
) 48 V3 cm? E) 48 cm? 


9. Calcule el volumen de la pirámide regular 
inscrita en la semiesfera si, el volumen de ésta 


es 1874’. 


A) 27? 

B) 18 u’ 

©) 14 
D) 152 u* 
E) 9 J3 и" 


10. Calcular el volumen del cono de revolución 
inscrito en la porción de esfera cuyo volumen 
es 3x; además mZAOB = 60° 


fi. 


12. 


13. 


14. 


En el gráfico, se muestra una esfera tangente 
al plano H en T y un cilindro de revolución 
que tiene una de sus bases contenida en dicho 
plano; si el área de la superficie esférica es 
36 veces el área de la base del cilindro, y 


15. Calcular el área de una zona esférica 
sabiendo que los radios de sus bases miden | 
y 4, y su altura mide 3, además se sabe que vl 
centro de la esfera es exterior a la zona. 


Pr = бан одай el área de la superficie А) SV7 z B) 6/17x ©) 93n 
lateral del ci ч 
m D)11/$z E) 13411 

A) 125 em? 
В) 5л cm? 16, Si el radio de una esfera mide Зп, ¿a qué 
Dre? distancia del centro de la esfera está el centro 
no. de gravedad del semicírculo que la engendra? 
s 2 
E) 9r cm A)2 B)3 04 

0)5 E)6 


Calcular el volumen generado por el 
cuadrado ABCD al rotar 360? alrededor del 


e copian CURIER 17. El área de un casquete esférico es la quinta 


parte del área de la superficie esférica. Si ln 


Ay625 >B altura del casquete es 2, calcular el volumen 
gis del segmento esférico correspondiente al 
C) 600 s 
D)550 
em А) 857/2 B) 727/7 C) 527/3 

D) 27x E) 67/4 


Los volúmenes generados por la región 
hexagonal regular mostrado al girar en torno 
a los ejes "x" e "y", son V, y V; respectiva- 
mente. Calcular V/V; 


a вум 


18. Calcular la relación entre los volúmenes de 
los sólidos generados por la región 
semiexagonal regular al girar una vuelta en 


tomoa АБ y CD. 


5 
3 З! А B 
a СД А) 43 В) 4 
2 9253 
3 
D) v3, E) M 7 =й Y 
Di 04 


Si AB es diámetro y "T" es punto de tangencia, 


calcular el área de la superficie que generala 19, Calcular el volumen del sólido generado 


línea ATP al girar alrededor de AP por la región sombreada al girar 300 
И alrededor de PB, si NP = 2 у НВ = 4 (T o 
A) ла. punto de tangencia). 
2 
2 
B) 9xR. I A) 600r  B)1200z м 
C) 4xR? 
1 C) 9007 
p) 8лЁ 
EEG Y. $ в Р p) 2090 x p) 1600 
11лв? i 9 
E —— 
4 o 


20. En el gráfico, se muestra una esfera inscrita 
en un cilindro de revolución, calcular el 
volumen de la esfera, si OM — 2m; siendo T 
punto de tangencia. 


A) 507 
B) 72т 
200 
c 20 
) crus 
130 
p 130 
) ad 
p 1655, 
3 


21. Si OB = 4. Calcule la distancia del centro 
de gravedad de la región sombreada hacia 
OB. 


С) я 
E) 8/7 


АЗ в) УЗ 


D) 9/1 


En el gráfico, se muestra una semiesfera 
inscrita en un cono de revolución. Calcular el 
volumen de la semiesfera; si: АМ = 2m y 
МУ = 6m, además M punto de tangencia. 


2; 


S 


A) 1643 дш? 
B) 32/3 хт? 
С) 243 пш? 
D) 124/3 кт? 
E) бахт? 


23. En un tetraedro АВС” trirrectángulo en A, 
AB = AD = AC = 6, calcular el radio de la 
esfera inscrita en dicho tetraedro. 


02443 
E4-43 


43-43 82-48 


руз + уз 


24. 


25. 


27. 


Dado un triángulo rectángulo ABC recto 
en B. AB — 3u, por el baricentro de dicha 
región triangular se traza una paralela a 
AC interceptando a los catetos a P y Q 
(P e AB). Calcular la distancia del centro 
de gravedad de la región cuadrangular 


APQCaBC. 


19 16 
A) TU © тз“ 


р) За Е)1 


Tomando como círculos máximos las bases de 
un cilindro de revolución; se trazan 
interiormente dos semiesferas que no 
se intersecan; luego se traza plano secante al 
cilindro y tangente a dichas semiesferas en 
P y Q además se ubica un punto M del 
plano secante que pertenece a la superficie 
cilíndrica tal que MP + МО = 10cm. 
Calcular el volumen del cilindro, si la suma 
de las áreas de estos sólidos semiesféricos 


еѕ24лсп?. 


C) 601 ст? 
E) 441 ст? 


A)40rcm*  B)20ncm' 


D) 66r cm? 


En un cono circular recto se ha inscrito una 
esfera tal que el área de la superficie de la 
esfera es al área de la base del cono como 4 es 
a 3, calcule la medida del ángulo entre dos 
generatrices diametralmente opuestas. 

В) 53° С) 90° 
E) 75° 


A) 30° 
D) 60° 


Calcule el volumen del sólido que se genera 
cuando la región sombreada gira 360° en 


torno a la recta L, si HT =V3 m. (B y T son 
puntos de tangencia). 


A) lm? —L 2 ды 
B) 24x m? 

C) 167m? P 

D) 12r? m? 

E) 187m? 


28. Calcule el área de una superficie esférica 
inscrita en un octaedro regular cuya arista 


mide 12m. 
А) 36x B) 96 n C) 1207 
D) 144 x E) 128 z 


29. En un cono equilátero se inscribe un cilindro 
de revolución de altura 4 el cual determina 
un cono parcial en el cual está inscrita una 
esfera equivalente al cilindro, calcule la 


altura del cono equilátero. 
A) 43 B) 33 С) 22 
D) 25 E) 31 


30. Calcule el volumen del prisma regular 
inscrito en la porción de esfera de centro O 


cuyo volumen es 24xm' siendo OM = MC. 


A) 2s B) 27/3 ©) 204/3 
D) 10048 в 290.5 


31. Se dispone de cuatro esferas congruentes de 
radio “В”, tres de ellas se colocan sobre un 
plano horizontal tangentes dos a dos, la 
cuarta se coloca sobre las anteriores, halle la 
altura del conjunto que forman. 


4 


A) SRG2/6) B) ЕС +46) 


© ук+ у) 


3 


D) 506+ 6) E) na +6) 


MATEMÁTICAS IT 


32. En la figura se muestra un cilindro de 
revolución circunscrito a una esfera y a un 
cono de revolución, si el volumen del 
cono es V hallar la suma de los volúmenes de 
las esfera y el cilindro. 


A)4V 
B)5V 
С)бу 
D)7V 
E)3V 


33. La superficie esférica inscrita en un cono de 
revolución es equivalente a la base del 
mismo, calcule el ángulo de desarrollo co 
rrespondiente a la superficie lateral del cono. 


A) 144° 
D) 180° 


В) 216° С) 288° 


E) 270° 


34. Un prisma hexagonal regular de volumen 14 
está circunscrito a una esfera, hallar el 
volumen dela esfera. 

A) V3 n 
D) 4/3 т 


в)2./3л 03431 


E) 543 х 


35. Una pirámide cuadrangular regular de arista 
básica igual a 4 está inscrito y circunscrito а 
superficies esféricas concéntricas, calcular la 
longitud desu apotema. $ 


A) 4 B) 2V3 +4 


D) 2V2 +4 


с)2/2+2 
Е)2/2-2 


36. En un cilindro de revolución se encuentran 4 
esferas congruentes las cuales son tangentes 
entresidos а dos, además cada una es tangente 
а las bases del cilindro y a la superficie lateral 
del mismo, hallar la razón entre el volumen de 
una de las esferas y el del cilindro. 


7434/3 74348 74442 
AT. Huren чы 

74243 74443 
Dim DT 


Una esfera de radio 1 es intersecada por dos 
planos paralelos entre sí y equidistantes del 
centro. Calcular la distancia entre los planos, 
si el área de la zona esférica es la suma de las 
áreas de las regiones de las dos secciones 
determinadas. 


A) 42-1 
D) 4(V3-1) 


в) 2(/2-1) © 3(72-1) 
E) 5(/2-1) 


Una esfera de radio igual a (5+2) es 
intersecado por un plano de modo que la 
diferencia de las áreas de los casquetes 
resultantes es igual al área de la sección 
determinada. Calcular la distancia del centro 
del plano. 


1 
в) 


. Se traza un plano secante a una superficie 


esférica determinando dos casquetes 
esféricos de áreas Ay y А, (А; < Аз). Calcular 
el área de la sección determinada por la 
superficie esférica porel plano. 


mt ву 2% АЈА; 
A, tA, 2A, FA, A, +2Ay 

р) A^ МА. 
Aj +3Ay A, +4A, 


Dado un tetraedro regular, Calcule la relación 


entre las áreas de las esferas inscrita y circuns 
crita al tetraedro 


1 
A)— B 
216 ) 


41. 


4. 


Calcular el volumen generado por la región 
АВЕС al girar alrededor de la recta L, si el 
volumen generado por la región BEC es 10 y 
АВ=ВС 


А 
А)ЗО 
в)40 
C)50 d 
D)60 
E) 70 L 
d E 


Calcular el volumen de una cuña esférica 
sabiendo que la mayor esfera inscrita tiene 
radio 1 y los semicírculos que la limitan 
forman un ángulo diedro de 60%, 


Ar 
D)4x 


B)2n O3 


Е) бл 


En un cubo se inscribe una esfera, luego entre 
un triedro del cubo y la esfera se inscribe otra 
esfera, Calcular la relación de los volúmenes 
dela esfera pequeña y la esfera mayor. 


(2-1) B) E ©) 48-1) 
Ds) E) (22) 


Una esfera está inscrita еп un octante de 
esfera cuyo radio mide R. Calcular el área de 
la superficie esférica 


A) 2xR* (3+ V2) 
C) 4xR* (8- 2/2) 
D) HR? (8-42) 


B) 2xR* (2- 3) 


E) 4xR* (2 /3) 


45. 


46. 


47. 


Una superficie esférica contiene al vértice O 
de un triedro trirrectángulo e interseca a las 
aristas en A, B y C, respectivamente, siendo 
OA = a, OB = b y OC = c. Calcular el radio de 
laesfera. 


A) va? +b? +c? B) Уа? +ъ2 +‹® 
4 2 
be 
cy [бе 
AE 
py sabe 5 vab * ac * bc 
4 4 


En un cubo de arista “а” está inscrita una 
esfera de modo que su superficie es tangente 
a todas las aristas del cubo. Calcular el área 
de la superficie esférica sobresaliente. 


A) 2a? (Y2 -1) 
C) 3ra? (2- 2) 
D) Зла? (уЗ -1) 


B) Зла? (/2 -1) 


E) 2ra? (2- V2) 


En una región triangular se traza por el 
baricentro una recta paralela а su base. ¿Qué 
relación existe entre los volümenes 
generados por las dos partes en que queda 
dividida la región triangular cuando estas 


giran alrededor de la recta? 
A1 B)1/2 013 
D) 2/3 E) 3/4 


48. En un cono equilátero el radio de la esfern 


49. 


inscrita mide В, se traza un plano secante а! 
cono que contiene a su vértice y divide a ln 
superficie lateral en dos partes cuyas árens 
están en la razón de 1 a 2. Calcular el área de 
la sección plana determinada por dicho plano 
enla esfera. 


9 


9 ro 2 LN 
А) TR B) — TR С) = лк 
is" Pau? ) ig" 


D) «n? E) 5 aad 
5 10 


Calcular el volumen del sólido generado pui 
un segmento circular al girar 360° alrededor 
de la recta que contiene a la cuerda que lo 
determina, si dicha cuerda tiene una longitud 
Ly su arco correspondiente mide 60° 


A) 50 -2/3х)? m 120 1-31 Ji 
© 12(06-уУЗл)!° 


D) 168-243)?  куү-(6-э2узл)\! 


Calcular el volumen máximo de un cono de 
revolución inscrito en una esfera cuyo radio 
mide3. 


16x 327 24n 
AT EIS 9T 
32x 16x 
DE E 
3 Дус 
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